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最 近 十 多 年 来 , 在 流体 力学 、 等 离子 体 物理 、 非 线性 光学 以 及 分 子 生 物 学 等 诸 
多 领域 的 非 线性 波 在 随机 介质 、 外 力 压力 油 流 和 和 白 噪 声 扰动 中 传播 , 形成 了 更 符合 
实际 的 具有 不 同 于 确定 系统 的 新 现象 和 新 特征 . 例如 , 噪声 影响 了 孤立 子 的 形状 和 
传播 速度 , 也 在 某 些 条 件 下 , 延缓 或 防止 了 “爆破 ”现象 的 发 生 . 在 一 定 条 件 下 , 随机 
干扰 对 动力 系统 建立 “有 序 性 ”起 到 了 十 分 积极 的 作用 , 人 们 也 在 利用 随机 因素 来 控 
制 系统 . 例如 , 在 耗 散 系统 中 增 大 噪声 的 强度 能 引起 系统 的 相 变 使 之 趋向 于 平衡 态 . 
在 数学 理论 上 , 对 随机 非 线性 发 展 方程 的 整体 解 的 存在 唯一 性 , 必须 建立 更 为 细致 
也 更 加 复杂 的 新 的 估计 , 对 其 无 穷 维 动力 系统 行为 , 如 整体 吸引 子 的 存在 性 、 维 数 
估计 、 惯 性 流 形 的 存在 性 及 其 稳定 性 等 提出 了 不 同 的 条 件 和 要 求 , 出 现 了 更 为 复杂 
的 新 的 情况 , 在 理论 上 必须 重新 加 以 建立 . 目前 , 关于 这 方面 的 研究 尚 处 在 初级 和 
发 展 阶段 . 

随机 动力 系统 的 研究 目前 已 经 是 国际 动力 系统 领域 专家 研究 的 热点 和 前 沿 课 
题 , 属 核心 数学 研究 领域 . 国际 上 关于 随机 动力 系统 动力 学 研究 始 于 20 世纪 90 年 
代 , 德国 的 Ludwig Arnold 领导 的 Bremen 课题 小 组 历经 10 年 的 研究 , 从 随机 方程 
入 手 发 展 了 随机 动力 系统 的 基本 理论 , 并 完善 了 有 限 维 随机 动力 系统 的 线性 理论 ， 
1998 年 出 版 了 奠基 性 的 专著 《 随机 动力 系统 》 引起 了 动力 系统 领域 和 随机 分 析 领 域 
的 极 大 关注 , 人 们 开始 利用 随机 动力 系统 的 框架 来 研究 随机 非 线性 发 展 方程 解 的 长 
期 性 态 , 并 成 功 地 应 用 到 很 多 领域 中 . 20 世纪 90 年 代 , Flandoli, Crauel, Schmalfuss 
等 建立 了 随机 无 穷 维 动力 系统 的 基本 概念 和 框架 , 并 对 Burgers 方程 、NS 方程 、 非 
线性 波 方程 、 非 线性 扩散 方程 等 证 明了 随机 整体 吸引 子 的 存在 性 等 ， 关 于 无 穷 维 
随机 动力 系统 的 动力 学 研究 , 目前 主要 有 : 英国 Warwick 大 学 的 James Robinson 
领导 的 研究 小 组 、 西 班 牙 的 Caraballo 等 领导 的 研究 小 组 、 德国 的 Crauel 以 及 意 
大 利 的 Flandoli 为 代表 的 研究 团队 、 俄 罗斯 数学 家 Igor Chueshov 关于 单调 随机 
动力 系统 的 研究 工作 ; 美国 Illinois 理工 学 院 的 段 金桥 及 其 合作 者 关于 具有 随机 动 
力学 边界 条 件 的 随机 吸引 子 的 研究 工作 ，Illinois 理工 学 院 的 周 修 义 和 Auburn 大 
学 的 沈 文 仙 关 于 随机 旋转 数 和 随机 噪声 诱导 单调 性 的 研究 工作 , 美国 Brown 大 学 
的 Rozovski、 美国 新 墨西哥 州 矿 业 科技 学 院 的 王 珀 祥 、 英 国 York 大 学 的 Brzezniak 
及 其 合作 者 黎 育 红 等 关于 无 界 区 域 上 随机 发 展 方程 和 部 分 耗 散 系 统 的 随机 吸引 子 
的 研究 工作 , 杨 伯 翰 大 学 的 吕 克 宁 和 Dlinois 理工 学 院 的 段 金 桥 关 于 随机 动力 系统 
的 不 变 流 形 的 研究 工作 . 这 些 研 究 工作 极 大 地 丰富 了 无 穷 维 随机 动力 系统 的 基本 理 


iv 前 言 
论 , 需要 指出 的 是 , 他 们 的 研究 工作 都 是 考虑 由 高 斯 白 噪声 驱动 的 发 展 方程 的 动力 
学 性 态 , 而 关于 分 数 布朗 运动 驱动 和 非 高 斯 Lévy 过 程 驱 动 随机 偏 微分 方程 的 解 的 
动力 学 性 态 研究 较 少 . 

随机 动力 系统 遍历 理论 的 前 沿 课题 是 动力 系统 的 随机 稳定 性 研究 . 粗略 地 讲 ， 
动力 系统 的 随机 稳定 性 研究 主要 确定 动力 系统 和 它 扰动 后 所 形成 的 一 系列 随机 动 
力 系统 , 以 及 确定 它们 的 相关 遍历 性 质 是 否 随 着 扰动 的 减 小 而 趋 于 一 致 . 国际 上 关 
于 动力 系统 的 随机 稳定 性 研究 始 于 20 世纪 80 年 代 , 以 色 列 数学 家 Kifer 利用 当时 
先进 的 随机 分 析 技 巧 研究 了 双 曲 动力 系统 、 一 致 扩张 系统 . 随后 不 久 , 法 国 数学 家 
Keller 用 Ruelle 算 子 处 理 随机 分 片 扩张 系统 并 获得 了 成 功 . 他 们 的 研究 使 当时 尚 
处 于 模糊 状态 的 随机 稳定 性 概念 清晰 起 来 , 弱 随 机 稳定 性 、 强 随机 稳定 性 、 混合 率 
的 健壮 性 等 问题 先后 得 到 广泛 关注 . 国际 上 关于 动力 系统 的 随机 稳定 性 的 研究 主 
要 有 三 个 学 派 : 第 一 个 学 派 采 用 的 是 随机 分 析 的 办 法 , 通过 对 随机 动力 系统 所 对 应 
的 Markov 过 程 的 转移 概率 进行 估计 来 证 明 弱 随机 稳定 性 ; 第 二 个 学 派 采用 的 是 泛 
函 中 的 扰动 办 法 , 通过 考虑 转移 算 子 的 扰动 把 谱 的 稳定 性 问题 和 强 随 机 稳定 性 、 混 
合 率 的 健壮 性 等 问题 联系 起 来 , Keller 和 Baladi 关于 分 片 扩 张 映 射 的 文章 被 认为 
是 这 一 方法 的 标志 性 文章 ; 最 后 一 个 学 派 采用 的 是 遍历 论 的 办 法 , 通过 焙 扩 张 等 工 
县 来 估计 随机 动力 系统 的 不 变 测 度 的 聚 点 是 否 满足 人 公 式 . 

国内 随机 动力 系统 的 研究 是 近 几 年 才 开始 的 , 2004 4E 3 H 1 H—4 H 15 H, 
在 中 国 科 学 院 数 学 与 系统 科学 研究 院 晨 兴 数 学 研究 中 心 举办 了 第 一 次 “ 非 自治 和 
随机 动力 系统 "高 级 研讨 班 . 后 来 郭 柏 灵 院 士 领导 的 课题 组 在 Bourgain 空间 中 研 
究 随机 数学 物理 方程 的 动力 学 性 态 , 以 及 大 气 、 海 洋 中 的 随机 演化 方程 解 的 渐 近 
行为 . 中 国 科 学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 、 北 京 大 学 、 南 京 大 学 、 四 川 大 学 、 吉 
林 大 学 、 南 京师 范 大 学 、 上 海 大 学 、 上 海 师范 大 学 等 的 课题 研究 小 组 开展 对 随机 
动力 系统 的 几何 理论 研究 , 取得 一 些 很 好 的 研究 工作 , 并 指导 博士 生 从 事 随机 动 
力 系统 的 研究 . 

本 书 总 结 了 作者 及 其 合作 者 近年 来 在 无 穷 维 随机 动力 系统 的 动力 学 方面 的 研 
究 工作 , 主要 涉及 非 光滑 区 域 、 初 值 非 光滑 、 动 力学 边界 条 件 的 随机 抛物 方程 的 随 
机 吸引 子 ; 部 分 耗 散 系统 的 随机 吸引 子 及 其 遍历 性 ; 随机 时 滞 抛 物 和 时 滞 波 方程 的 
随机 吸引 子 与 惯性 流 形 等 ; 分 数 布朗 运动 驱动 的 非 牛 顿 流 模 型 的 随机 动力 学 ; Lévy 
过 程 驱动 的 随机 Boussinesq 方程 的 遍历 性 及 大 偏差 原理 , 最 后 研究 了 非 一 致 双 曲 
系统 的 随机 稳定 性 . 

郭 柏 灵 院士 、 李 继 彬 教授 、 蒋 继 发 教授 和 有 段 金桥 教授 对 本 书 的 写作 给 予 了 极 大 
的 鼓励 和 支持 , 科学 出 版 社 的 责任 编辑 为 本 书 的 出 版 付出 了 辛勤 的 劳动 , 在 此 表示 
深 深 的 感谢 . 在 本 书 的 撰写 过 程 中 , 黎 育 红 副教授 、 王 伟 副 教授 、 柳 振 多 副教授 和 
黄 代 文 副 研 究 员 提供 了 很 多 参考 文献 , 为 本 书 的 顺利 完成 提供 很 多 帮助 , 在 此 表示 
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本 书 的 出 版 得 到 了 国防 科技 大 学 学 术 著 作出 版 基金 和 数学 学 科 建 设 基金 的 
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第 1 章 ” 几 类 随机 抛物 方程 的 随机 吸引 子 


整体 吸引 子 在 研究 非 线性 发 展 方程 的 渐 近 性 态 中 起 着 重要 的 作用 . 粗略 地 说 ， 
自治 发 展 方程 的 整体 吸引 子 是 某 一 函数 空间 中 吸引 所 有 有 界 集 的 连通 紧 集 .关于 
自治 发 展 方程 整体 吸引 子 的 论文 很 多 , 参阅 文献 [1, 5, 21, 22, 25, 28]. 将 自治 方程 
整体 吸引 子 的 概念 推广 到 非 自 治 、 随 机 偏 微分 方程 的 情形 , 就 是 所 谓 的 拉 回 吸引 子 . 
关于 各 类 非 自治 随机 发 展 方程 的 拉 回 吸引 子 的 研究 论文 很 多 , 参阅 文献 [6 一 8, 12, 
26, 27, 29]. 这 一 章 研究 随机 非 线性 抛物 方程 在 非 光滑 区 域 上 、 初 值 非 光 滑 以 及 非 
牛顿 -Boussinesq 修正 方程 动力 学 边界 条 件 下 随机 吸引 子 的 存在 性 . 


1.1 随机 动力 系统 


Wt (X, d) 为 完备 的 可 分 度量 空间 , (Q, g, P) 为 一 概率 空间 . 

定义 1.1.1 de 9k 0, : [R x Q 3 (to) — Ow € Q] X (B(R) x GF) TAH, 
bo = Id, 0,44 = 0,00, 其 中 t,s E€ R, 且 对 任意 的 EE %, 0,P = P (FP P(6,E) = 
P(E)), WAK (Q, %, P, (Oher) 为 可 测 的 度量 动力 系统 . 

定义 1.1.2 (1) 设 (X,d) 是 Polish 空间 (具有 可 数 基 的 局 部 紧 的 Hausdorff 空 
闻 ), FÆRA, 0 是 (Q, y, P) 对 应 的 保 测 变换 ， (0, F, P, {ehe 是 度量 动力 系统 ， 
如 果 可 测 映 射 


$: Rt x X x Q — X xO, G(t,2,w) = (S(tz,w),00) 
AX EP as. 满足 : 
(i) S(0,w) = id (PP X _E 65 le F] n 4H); 
(ii) 对 任意 的 s,tE Rt Rw EN, S(t + sv) = S(t, Ow) o S(s,w). 
RAR D A 0 WB 65 TMI MPLA 72 f (RDS). 
(2) 若 XX 为 一 拓扑 空间 , TMMMAA RADAR: 对 任意 的 (t,w) € Rt x Q, 
S(t,w): X — X X £ #Ë $5, 


MARS AO 驱动 的 连续 随机 动力 系统 . 
(3) FX 9 — JE TR ALTO, 连续 随机 动力 系统 下 满足 : dp XA k,1 < k < co, 
对 任意 的 (t,w) € Rt x Q, 


S(tu):X— X X C* 的， 
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WAS AO BAH Ck 随机 动力 系统 . 

定义 1.1.3 (Q, F, P) 是 一 概率 空间 , (X, d) 是 Polish 空间 , 集 值 映 射 天 :9 一 
2X (2X fF X 中 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 ), toR EE ce X, At wo d(x, K(w)) 
KF FTA, WH Kw) AMAR, H¥ d(x, M) = infyem d(z, y). 如 果 对 每 个 w € 
Q, 天 (w) 是 闭 的 , WAR Kw) 是 随机 闭 集 .如果 对 每 个 ww € Q, K(w) 都 是 紧 集 ， 则 
Kw) 是 随机 紧 集 , 一 个 随机 集 {K(w)} 称 为 是 有 界 的 ,如果 存 在 zo € X RMN 
变量 r(w) > 0, 使 得 对 所 有 的 w e Q, 


K(w) C (z € X : d(z, zo) € r(w)}. 


定义 1.1.4 (1) # X 893-3 k (KC (w)lo € Q) 是 拉 回 吸引 的 , 如果 对 任意 
的 wE Q Z X P 54€ FR B c X, 满足 


d(S(t,0.,.5)B, K(w)) — 0, t— oo. 


#k (K(o)|o € Q) Jy X 6933-9 L| + EAR, 如 果 它 是 拉 回 吸引 的 . 
(2) 4k X &9 3E -T- EA (K(w)lw e Q) 是 拉 回 吸收 的 , 如 果 对 任意 的 ww EA 
X PEET £ B C X, 都 存在 实数 T(w,B) > 0, 使 得 当 t > T(o, B) 时， 


S(t, 0_.w)B C K(w). 


4k {K (ww € Q) 29 X HBARKFRA 如 果 它 是 拉 回 吸收 的 , T(w, B) ARK 
时 刻 . 

(3) 4& X wy aE AA (K(o)|o € Q) 是 紧 的 , 如 果 对 任意 的 ww € Q, K(v)X 
紧 的 . 

(4) 4k X HAS FRR{K(w)|w e Q) 是 可 测 的 (关于 从 的 完备 化 空间 是 可 测 
的 ), 如 果 对 任意 的 rz € X, 映射 [0 3 w — dx(z, K(v)) € RAAF wol (是 指 
关于 作 的 完备 化 空间 可 测 ). 

定义 1.1.5 (9, F, P) 是 概率 空间 , (X, d) 是 Polish 空间 , 更 是 随机 动力 系统 ， 
X $6 3E 22 + SEGA (A(w)e € Q) MAD 的 随机 吸引 子 (也 称 随 机 拉 回 吸引 子 )， 如 
果 4(w) 是 随机 紧 集 ， 吸 引 瑟 中 所 有 确定 的 集合 ,并 且 是 不 变 的 ， 即 对 所 有 t > 0 
Faw € Q, P(t, w)A(w) = A(Ow). 

定理 1.1.1l8] ORELE X EO 驱动 的 随机 动力 系统 , 如果 存在 一 个 随机 
RR, BAX 中 的 任意 有 界 集 , 则 随机 动力 系统 亚 存 在 随机 吸引 子 Aw), B. 

Aw) = |] Ast), 
BCX 


且 A(w) 是 可 测 的 , WRX XM 89, 则 Pas, Aw) X it 38 65, HP ABW) = 
Ns>0 Uis e(t, 0.w)B Æ B 的 由 极限 集 . 
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附注 ”由 随机 吸引 子 的 定义 可 知 , 整体 随机 吸引 子 是 唯一 的 .在 实际 应 用 中 ， 
通常 把 初始 时 刻 移 到 —oo, 对 固定 的 w e Q, 考虑 t= 0 时 刻 的 值 即 可 . 
假设 空间 多 是 一 个 Hilbert 空间 , {S(t,w)} 是 空间 乱 上 关于 度量 动力 系统 (Q, 
Z,P, (Other) 的 一 个 随机 动力 系统 . 假设 AC) : Q — 2X \ {2} 是 随机 动力 系统 {S(t， 
w)) 的 随机 吸引 子 . 
定义 1.1.6 给 定 w € Q, fk d(w) € [0,col 是 随机 吸引 子 4(w) 的 Hausdroff 维 
Ak, 如果 
Pre =0, Yd>d(w), 
LH(A(w),d) = co, Vd < d(w), 
其 中 
uu (A(w), d) = lim un(A(w), d, e), 
pal Alw), d,£) = inf 》 rf, 
iel 
这 里 的 下 确 界 是 关于 Aw) 的 所 有 的 和 中 的 (Bijier 履 盖 取 的 , 其 中 7; <e. 
对 每 个 we 9, id 
S(w) = S(1,w). 
则 对 每 个 ze X, 映射 [Q 3 wm S(w)z] Æ (Z, B(X)) BAS, 称 SC) EX EBSBGEL 
映射 . 
定义 1.1.7 称 一 个 随机 映射 S(.) 在 {4(w)jueo 上 是 一 致 可 微 的 , 如 果 存 在 一 
个 常数 由 > 0 和 一 个 随机 变量 M : Q R, 对 于 任意 的 we Q 及 任意 的 ze Alw), 
存在 一 个 线性 算 子 了 (rz,w) : X — X44} 


M(w)21, E(In M(w)) < oo, 
AX rhe Alw), X) 
IS (e) (x + h) — S(w)z — Lz,w)hllx < M(o)llh||x (1.1.1) 
{BR S(-) E (A(w))ueo 上 是 一 致 可 微 的 , REEF LC, -) 满足 方程 (1.1.1). $ 
An(L(z, w)) = E PNEU. M \|L(z,w)y||x (1.1.2) 
Yn(L(a, w)) = M(L(z,w))--- An(L(z,w)). (1.1.3) 


定理 1.1.203 JR ik S(-) A (A(w))ueo EX RAT, RAF LC) BR 
方程 (1.1.1)， 进 一 步 ， 如 果 存 在 一 个 可 积 的 随机 变量 和 : Q 一 (0,00), d e N, 
及 随机 变量 Xi : Q (0,00), 使 得 对 任意 的 weEQ 及 ze4(w), 都 满足 


ya(L(z,w)) < alw), E(ln(7a)) < 0, (1.1.4) 
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及 
Ai(L(z,w)) S M(w), Xia(w) 21, E(In(A1)) < oo. (1.1.5) 


那么 , 随机 吸引 子 A(w) 的 Hausdorff #3⁄ X + d, 即 对 所 有 的 w € Q, AKA da (A(v)) 
< d 成 立 . 
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这 一 节 先 研究 一 般 的 非 自 治 抛物 型 偏 微分 方程 


ðu ač ðu 
S = y` az. (X ai; (t, rn + ai(t, z)u) 
i=1 `* j=1 


N ! 1.2.1 
DL 2 + co(t, z)u + f(t,z,u), z € D, Un 


i=1 
B(t)ju=0, ze€8D, 


HF D c RN 是 有 界 的 Lipschitz Kim, a;;(., -), ai(-,-), b:(-,-), a € L. (R x D) 
(i,j —1,2,--- , N); f(t,z,u) KF u WAN, KF (t, z,u) € Rx D x R E: Borel 可 测 
的 , 并 且 满 足 某 些 耗 散 性 假设 ; BÆ Dirichlet (Neumann 或 Robin) 边界 算 子 , 即 


u, (Dirichlet) 
N 
B(t)u = > (> ai; (t, noe 2 a, (t, zy) Vi, (Neumann) 1.2.2 
N 
3 (> ai; (t, z) 2t at ai (t, 25 vi + do(t,z)u. (Robin) 
t=1 


v = (vy vasos ,zw) 表 示 边 界 6D 上 指向 万 的 外 侧 的 单位 法 线 方向 , >Š (1.2.2) 中 
FAY a;; C, -) Mail) (53 = 1,2,… N) 与 式 (12.1) 中 的 相同 , do(.,) € L< (R> OD). 
下 面 将 主要 研究 一 般 随机 抛物 方程 


N 
^ - ; Ox; z aij (tw, z) 2t a a,(0,o, z)u) 


EN (Qw, zx + co(Ow,x)u+ f(Ow,2,u), z € D, (1.2.3) 


eH 


B(Ow)u=0, z€ ƏD 


的 拉 回 吸引 子 , HD 5 (121) 中 的 一 致 , w € Q, (P, (Gen) 是 一 个 度量 动 
HRB, ai;(-,-), ail), bi(-, .) (i j = 1,:-- ,N), co^, -) Æ (t$ x 8(D), B(R)) BY ij. 
f(w,2,u) KF uni, KF (w, 2, u) Æ (& x BD) x BR), B(R)) 可 测 的 , 并 满足 某 
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些 耗 散 性 假设 条 件 . B 是 Dirichlet(Neumann 或 Robin) 边界 算 子 ) B|] B(bw) 是 形 如 
(1.2.2) 中 的 B(t) AT, HP ai (t, z) = az; (t, z) := aij(61w, z), ai(t, x) = az (t,£) := 
aj (Bs, x), dolt, z) = dg (t, z) := do(0vo, z), do(-,-) J& (& x B(AD), B(R)) AWAY. 
对 各 种 类 型 的 非 自治 发 展 方程 (1.2.1) 和 随机 发 展 方程 (1.2.3) 的 整体 吸引 
子 的 研究 很 多 [D5,21,25-29]， 在 研究 这 些 非 自治 发 展 方程 (1.2.1) 和 随机 发 展 方程 
(1.2.3) 解 存 在 唯一 性 的 文献 中 , 常用 的 两 种 方法 是 Galerkin 近似 方法 和 半 群 方法 . 
Galerkin 近似 方法 常用 来 研究 在 某 个 Hilbert 空间 (例如 工 2(D) ) 中 发 展 方程 的 解 的 
性 质 , 而 半 群 方法 则 用 于 某 个 Banach 空间 中 的 发 展 方程 的 解 的 性 质 . 例如 , Marion 
4& 1 研究 了 反应 扩散 方程 
du 
ET 
在 Lo(D) 中 的 整体 吸引 子 , 其 中 Bu = u MH Bu = $5, g(z, u) KF z TW, XT u 是 
C! 的 , 并 且 满足 下 面 的 假设 条 件 : 
(HO) 存在 常数 p > 2,c1 > 0,c2 > 0,cs > 0,04 > 0 使 得 


=Au+g(z,u), w€ D, Bu=0, zeðD (1.2.4) 


—ca|u[? — cs € g(z,u)u < —cy|ul? + cs, ucR, ae. TED, 


ugs, u) S c4, u€R, ae. TED, 


其 中 9.9 表 示 9 XT ou SX. Marion 等 2 利用 Galerkin 近似 方法 证 明了 对 
任意 的 初 值 函数 wo € L;(D), 方程 (1.2.4) 存在 唯一 满足 初 值 条 件 vw(0ivo) = wo 的 
A u(t; uo), 并 且 映 射 [R+ > t — u(t;uo) € La(D)), [D3(D) > uo + u(t;uo) € 
Lo(D)| 是 连续 的 , 方程 (1.2.4) 在 Lo(D) 中 存在 整体 吸引 子 A, 而 且 当 Bu = u (Bu = 
9v is. AZEWJ(D) Lp(D) (W1(D) n L,(D)) 中 是 有 界 的 . 

在 文献 [26] F, 作者 在 C(D) 中 研究 了 下 面 的 非 自治 抛物 方程 


Ou 
| OL = Au + g(t, z,u), z€ D, (1.2.5) 


u=0, xrEOD 


的 拉 回 吸引 子 , 其 中 9 满足 适当 的 光滑 性 假设 , 并 且 存 在 可 积 函 数 C(t,z) 及 D(t, £) 
满足 
g(t, z,u)u < C(t,z)|u? + D(t,z)|u, (t,z,u) e Rx D x R. 


利用 半 群 方法 可 以 证 明 对 任意 的 wo e C(D) Rs e R, 方程 (1.2.5) 存在 唯一 的 
Mild fff u(t; s, uo), 满足 初 值 w(si s, uo) = uo, 且 方 程 (1.2.5) 在 空间 C( D) 中 存在 拉 
回 吸 引子 . 

尽管 有 很 多 论文 研究 了 各 种 特殊 形式 的 非 自 治 发 展 方程 和 随机 发 展 方程 的 整 
体 吸 引子 , 但 是 ， 对 一 般 形式 的 非 自 治 发 展 方程 (1.2.1) 和 一 般 形式 的 随机 发 展 
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方程 (1.2.3) 的 拉 回 整体 吸引 子 的 论文 较 少 , 甚至 关于 一 般 形式 的 方程 (1.2.1) 和 
(1.2.3) 解 的 基本 性 质 的 研究 结论 也 很 少 . 因此 , 这 一 节 先 研究 一 般 的 非 自治 发 展 方 
程 (1.2.1) 和 随机 发 展 方程 (1.2.3) YE L,(D) (1 < q < oo) 中 的 解 的 动力 学 性 质 , 在 适 
当 的 耗 散 条 件 下 , 一 般 的 非 自 治 发 展 方程 (1.2.1) 和 随机 发 展 方程 (1.2.3) 在 L,(D) 
(1 <q < oo) 中 存在 拉 回 吸引 子 . 

为 了 研究 非 光 滑 区 域 上 一 般 非 自治 抛物 方程 的 性 质 , 先 把 光滑 区 域 上 的 线性 抛 
物 方 程 


` Of du 
= » Da (Zutaz + (t, z)u 


ud 1.2.6 
+ belt zx +co(t,z)u, <= e€ D, ( ) 


B(tu 20, z€ OD 

解 的 基本 性 质 推 广 到 非 光 滑 区 域 上 的 一 般 线 性 抛物 方程 的 情形 , 其 中 D, aij, ai bi, 
co, do, B(t) 的 假设 与 (1.2.1) 的 假设 相同 , 也 需要 把 光滑 区 域 上 的 非 线 性 抛物 方 
程 (1.2.1) 的 解 的 基本 性 质 推广 到 非 光 滑 区 域 上 一 般 的 非 线 性 抛物 方程 解 的 基 
本 性 质 . 由 于 非 自 治 发 展 方程 的 形式 很 一 般 , 因此 这 种 推广 是 非 平凡 的 . 最 近 
有 很 多 关于 非 光 滑 区 域 上 的 一 般 线性 抛物 方程 的 性 质 研究 , 参阅 文献 9—11, 
16 一 18,23,24] 等 . 

可 以 证 明 , 403 u(t; s, uo) := Up(t,s)uo 是 方程 (1.2.6) 在 Lp(D) 中 的 满足 条 
件 u(s;s,uo) = uo 的 解 , 则 对 任意 的 1 < p < oo, 方程 (1.2.6) 在 L,(D) 中 可 以 生 
成 解 算 子 簇 (Us p(t, s)}s<t, 并 且 Ua plt, s) 满 足 很 多 类 似 于 由 Laplace 算 子 在 光滑 
区 域 上 的 解析 半 群 的 性 质 . 对 于 非 光滑 区 域 上 的 一 般 的 非 线 性 抛物 方程 , 除了 文献 
[10] 的 研究 之 外 , 并 没有 更 多 的 研究 文献 . 因此 , 利用 半 群 方法 在 空间 L, (D) "PE 
究 一 般 的 非 自治 抛物 方程 (1.2.1), 证 明 其 解 的 一 些 基本 性 质 , 包括 方程 (1.2.1) 的 
Mild 解 对 初 边 值 的 连续 依赖 性 、 单 调 性 和 紧 性 等 , 注意 到 , 随机 方程 (1.2.3) 可 以 看 
Ew e ?参数 化 的 非 自 治 方程 篮 . 方程 (1.2.1) 包含 了 周期 抛物 方程 和 概 周 期 抛物 
方程 , 并 且 一 个 随机 抛物 方程 可 以 通过 变换 化 成 随机 方程 (1.2.3) 的 形式 , 例如 , 考 
虑 下 面 的 加 性 噪声 驱动 的 随机 抛物 方程 

dv = Avdt + f(v)dt + dW(t), z € D, (1.2.7) - 
= =0, r€óÓD, (1.2.8) 
其 中 W(t) 是 双边 布朗 运动 . 
Q = Co(R, R) = {wlw : R —^ RÆ, H.o(0) = 0}, 


并 赋予 紧 开拓 扑 , 则 名 = B(Q) E: Borel o 代数 ， PE Q Ef Wiener WEE, 0, : Q — Q, 
64 (-) = w(-+t)—w(t). WW (P, (Oirer) é— T38LDTRI BERE 71 AE. S v^ : Q — RJ 
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下 面 常 微分 方程 
dv + vdt = dW 


的 稳 态 解 过 程 . 令 


v—udv". 
则 满足 方程 (1.2.3) 的 特殊 形式 : 


| ^ = Au + f(utv*(Ow)) + u* (bew), = € ƏD, 


Ou 
8, = r€ OD. 


需要 指出 的 是 , 加 性 噪声 驱动 的 随机 抛物 方程 的 拉 回 吸引 TN 比较 简单 的 
结构 , 例如 在 几乎 每 个 纤维 上 可 能 是 单 点 集 回 . 


1.2.1 一 般 线性 抛物 方程 
先 研究 


N 
aD an (restet tnt) 
1 


j=l 
N 
23,0 2 +co(t,z)u, < e€ D, a) 
B(t)u = o z€ aD, 

其 中 Dc RN HARM Lipschitz Kik, 8 是 Dirichlet(Neumann?E Robin) 边界 算 子 ， 
((a4;) =r (ai). (bd), co, do) 是 系数 容许 空间 Y 中 的 满足 一 定 条 件 的 常数 . 

先 给 出 后 面 常 用 的 一 般 线性 抛物 方程 (1.2.9) 的 基本 性 质 , 这 些 性 质 可 以 看 成 
是 热 方程 

= = Au (1.2.10) 

在 具有 Dirichlet(Neumann 或 Robin) 边界 条 件 的 光滑 区 域 上 解 的 基本 性 质 的 
推广 [9,11,16-18,23,24]. 


下 面 先 给 出 一 些 记 号 和 基本 假设 : 
a= ((a5) Naa) (ai) (bi) 1, co, do), 

HEP aij, ai, bi, co 是 方程 (1.2.9) 的 系数 , do 是 边界 条 件 的 系数 . 

对 任意 的 a= ((ais) Nan, (a.)N 4, (01.1; [^m do) Rt € R, 可 定义 a 的 时 间 平 移 
算 子 a.t: 

Qt :一 ((aij > ‘Ns, (a; : te (b; . ta. co » t, do t), 

其 中 ou .trmz) := ag(r-tz)sreR z E€ DẸ, 在 不 混淆 的 情况 下 , 简 记 a = 
(aij, Gi, bi, co, do). 
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下 面 对 方 程 (1.2.9) 的 容许 系数 类 Y 给 出 假设 : 

(L-1) Y Æ Læl(R x D, RN°+2N+1) x Lw(R x OD, R) 的 有 界 子 集 , 在 弱 * 拓扑 
下 是 闭 的 (因此 是 紧 的 ) . 

(L-2) Y 是 平移 不 变 的 . 如 果 aey, 则 a.tEeY, vt c R. 

(L-3) do = 0, 对 任意 a = ((aij)N=1 (a), (bi). co, do) € Y (Dirichlet 
或 Neumann 情形 ) 或 do > 0, 对 任意 的 a = ((ais ars (ai) b) co, do) € 
Y (Robin 情形 ). 

在 讨论 空间 Y 中 序列 的 收敛 性 到 Y 上 映射 的 连续 性 时 , 总 是 假设 该 空间 赋予 
弱 拓扑 , 并 按照 弱 拓 扑 收敛 . 注意 到 [Y x R 3 (a,t) 5 a.teY] 是 连续 的 . 则 对 
FteR, Oa: Y ^Y Jo :—a-t. WEIK o = {other 在 紧 空 间 上 是 一 个 流 . 

(L-4) (一 致 椭圆 性 ) 存在 常数 ao > 0 使 得 对 所 有 的 ae Y, 总 有 


N N 
b» ai;(t, r) £i £j > ao De, a.e. (t,z) € Rx D, VEE RN, 


ij=1 i=1 
a,;(t,z) —aj(t,z), ae. (tz) € Rx D, i,j =1,2,---,N. (1.2.11) 


(L-5) (几乎 处 处 收敛 ) (1) FE Dirichlet (或 Neumann) 边界 条 件 下 , XF Y PER 
收敛 到 wa 的 序列 (a), 都 有 oa — aij, aU? 5 aj, 9 > b, YER x D 上 几乎 逐 点 
成 立 . 

(2) 在 Robin 边界 条 件 下 , 对 Y 中 任意 收敛 到 a 的 序列 (a), 都 有 af) 一 aij, 
a(? > aj, (? 5 b TE R x 万 上 几乎 逐 点 成 立 , JE EL d? — do E R x 8D 上 几乎 逐 
点 成 立 . | 

注意 到 在 假设 (L-5) 中 , 没有 对 co 做 任何 假设 , HEUWR aij, ai, bi 及 do 在 各 
自 定义 域 上 都 是 局 部 Holder 连续 的 , H. Holder 指数 是 不 依赖 于 a c Y 的 常数 , 则 
(L-5) 成 立 . | 

对 于 给 定 的 Banach 空间 X, 其 范 数 记 为 | - |x, 记 L (D) 的 范 数 为 | - ||, p BK 
Il: llo, WK L5 (D) BI L,(D) 的 线性 有 界 算 子 空间 c(L,(D), L4(D)) 28 ||: lloa 在 不 混 
消 的 情况 下 , ATIC || llop 29 Il lp, RE |- I 

id W3(D) := {u € L2(D)|2& € L2(D), i=1,2,… ,NN}. 定义 空间 V 如 下 : 


W1(D), (Dirichlet) 
V := 4 Wi(D), (Neumann) (1.2.12) 
W},(D,0D), (Robin) 


rh W3(D) £ D(D) fe W (D) FRA, W2 (D, OD) Ress] 


Vo := (ve Wl(D)n C(D)v XE D EJE C°° 的, H |vl|v < oo) 
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关于 llullv := (Voll? + lvl? op)? 的 完备 化 . 
id (u, u*) 为 空间 六 和 YY* 之 间 的 对 偶 , 其 中 心 < V, u* e V*. 
对 于 s <t $ 


W -—W(s,t; V,V*) := (v € L2((s,t),.V)|v € D2((s,t), V*) }, (1.2.13) 


并 赋予 范 数 | | | 
low == ( Í Ili ar Í to ar) 


其 中 外 := du/dr 是 分 布 意义 下 取 值 于 Y* 的 时 间 导 数 . 
对 于 ceY, 定义 V EE Dirichlet 边 值 条 件 和 Neumann 边 值 条 件 下 关于 a 的 
双 线 性 形式 Ba = Bal(t,-,-) 如 下 : 


B, (t, u,v) = | (ai; (t, z)Ə; u + ai(t, z)u)O,, vdz 
D 
2 | (hod + co(t,z)uludr, wvcV, (1214) 
D 
在 Robin 边界 条 件 下 
Bild) ve / (@ij(t, x), ,u + ai(t, z)u)Ə, vds — J (NG 28, 6 Folt ujde 
D D 

+ f do(t,z)uvdHw i1, u,u € V, (1.2.15) 

aD 


其 中 Hy- XIR N — 1 4E Hausdorff 测度 . 
XT AGERE, F C LD), 定义 


d,(E, F) := sup i — vlla: 
4 (E, F) sup inf fv vlla 


对 于 wi, u2 € Lp(D) (1 < p € oo), 定义 


ui S u2 (ui 2 u2), w(x) < ue(x)(ui(x) > u2(z)) | ae. rcD. 


L,(D)* := {u € Lp(D)|u > 0). 
下 面 给 出 由 一 般 线 性 抛物 方程 (1.2.9) 的 解 定义 的 算 子 的 基本 性 质 . 
定理 1.2.1( 解 算 子 的 存在 性 及 ZLe 估计 ) ”对 任意 的 a cY, 任意 的 s < t, A 
任意 的 1 < p < oo, 存在 算 子 Us plt, 5) € L(Lp(D), Lp(D)) 满足 下 面 的 性 质 : 
(1) u(t; s, uo) := Ua 2(t, s)uo(uo € La(D)) 是 方程 (1.2.9) 的 弱 解 , 且 满 足 初 值 条 
4F u(s; s, uo) = uo, 即 对 任意 的 vE V A y € D([s,t)), 


t t 
-f (u(r), v) (zr) dr «f Be(r, u(r), )v(7) dr — (uo, v) v(s) = 0, (1.2.16) 
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HP D([s, t)) L# [s, t) 上 具有 紧 支 集 的 所 有 光滑 的 实 函 数组 成 的 函数 空间 ; 

(2) 对 任意 a € Y, q2p21t5 s, Ua, plt, s)(Lp(D)) C L4(D), Ua,plt, slz wp) = 
Ua,alt, 8); 

(3) 对 任意 的 a € Y, p > 1 及 t 2 r 2 s, Uaplt,T) oVayp(t,8) = Uaplt,s), 
Ua,p(t, 8) = Uo.s,p(t — 5,0); 

(4) 对 任意 的 a EY, 1 < p < q <S co, t > s, 存在 常数 MM > 0, y > 0 使 得 下 面 结 
论 成 立 : 

lU. s (t. s)llpa < M(t- s) 3 G- Dents), 


WEBB (1) 参阅 文献 [9, 定理 2.4]. (2) 参阅 文献 [10, 定理 5.1, 推论 5.3]. (3) 由 
(1), (2) 及 文献 [24, 命题 2.1.6, 2.1.7] 即 可 得 证 . (4) 参阅 文献 [9, 推论 7.2]. 口 

ÌE Ua p(t, 5) = Ua(t,s). 则 由 定理 1.2.1(3) 可 知 , Us(t, s) = Ua.s(t — 5,0). 下 面 
5 WA U, (t, 0) 的 基本 性 质 . 

定理 1.2.2 AF U,(t,0) 具有 下 面 性 质 : 

(1) 对 任意 的 1 < p < o, uo € Lp(D) 及 a € Y, 映射 [0,00) 5 t 5 Us(t,0)ug € 
Lp(DD) 是 连续 的 ; 

(2) #1 <p Sq < co,a € Y. 则 对 任意 的 实数 列 (tn), 及 任意 序列 (un), C 
Lp(D), wX limp tn = t, t > 0, LÆ L,(D) 中 满足 limn_,oo un = uo, 则 在 Lg(DD) 
P, Ua(tn, 0)un 收敛 到 U, (t, 0)uo; 

(3) 对 任意 序列 (aM), c Y, 任意 实数 列 (tn), (un), C Lo.(D), 如 
Klimn.a™ = a, lim, ootn = t, t > 0, R£ Lə(D) P, 有 limn_,ooun = uo 
成 立 , 则 在 La(D) P, Uan (如 ,0)un KILI) U, (t, 0)uo. 

WEBB (1) 参阅 文献 [9, 定理 5.1, 推论 5.3] 或 [24, 命题 2.2.1]. (2) 参阅 文献 24, 
命题 2.2.6]. (3) 参阅 文献 [24, 命题 2.2.13] 及 [24, 定理 2.4.1]. 口 

定理 1.2.3 jK1 < p < co,1 < q < co. 则 对 任意 给 定 的 0 < h < toe, dX E 
是 L,(D) 中 的 一 个 有 界 子 集 , W| (U,(z,0)uola € Y, 7 € [t1, t2], uo € E) £ L4(D) 中 
是 相对 紧 的 . 

证 明 参阅 文献 [24, 命题 2.2.5]. 口 

定理 1.2.4 设 a€Y,t>0,u,v € L,(D). 

(1) œR ui < u2, 那么 U, (t,0)u; < U, (t, 0)us; 

(2) wR u € u2, u1 Z uo», MBA (Us(t,0)ui)(z) < (Ua(t,0)ug)(z), Y a.e. z € D; 

(3) Æ Dirichlet 边 值 条 件 下 , Mit a(9, k = 1,2, # Rx DD 上 几乎 处 处 满足 atl) = 
at, a(? = al), bl VO, ofl) < cQ, 则 对 任意 的 t > 0 及 任意 的 uo € L,(D)*, 都 
有 

Ua (t, 0)uo < Uac (t, 0)uo; 
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(4) 在 Neumann 边 值 条 件 或 Robin 边 值 条 件 下 , Rika, k= 1,27 X al) = 
a) aP = al, bP 一 B09, 但 oc < eP, dP > dP JU AREAS R x 万 成 立 或 几乎 
seat te R x OD Bt. 则 对 任意 的 t » 0 uo €L,(D)t, 


Uw (t,0)uo 和 Uac (t, 0)uo. 


证 明 (1) 参阅 文献 [24, 命题 2.2.9 (1). (2) 参阅 文献 [24, 命题 2.2.9 (2)]. (3) 
参阅 文献 [24, 命题 2.2.10 (1)]. (4) 参阅 文献 [24, 命题 2.2.10 (2)]. 口 
定义 1.2.1 Zac Y,p>1, 定义 


Aa,p := lim sup In ||U.. > (t, 213 
t—s—oo —8S 

定理 1.2.5 (1) —oo < Xa 2 < oo; 

(2) Aap PIRH T p; 

(3) 给 定 e > 0, 35 t — s >> 1i, AA ||Uaplt, 8)llp < eO 7*9 0-9. 

证 明 (1) 由 文献 [24, 定理 3.1.1, 3.1.2] 即 可 得 证 . 

(2) 由 定理 1.2.1(4) TA, 对 任意 有 界 集 已 C L,(D), s € R, 存在 常数 Mi > 0, 
使 得 当 vwo e EPF, 都 有 1Da(s + 1, s)uolloo < Mi 成 立 . 因此 , 4t> s+, uo € E, 
2p>I 时 , 都 有 


|Va(t, s)uollp = lUa(t, s + 1)Ua(s + 1, s)uollp < Mi||Ua(t, s + 1)]loc 


这 表明 ， 对 任意 的 p 2 1, Aap € Ma,o0- 
对 任意 的 g > p > 1 及 任意 的 uo € L(D), 当 t > 5 十 1 时 ， 


||Ua(t, s)uolla < Me?||Us(t — 1, s)uollp < Me"||Ua(t — 1, 5)|lplluollp, 


这 表明 Aag S 和 a,p. 因此 , Aap 不 依赖 于 yp. 
(3) 由 定义 即 可 得 证 . 口 
附注 ” 当 a 关 于 t 是 周期 时 , X。 是 方程 (1.2.9) 的 主 特征 值 . 一 般 地 , FRA, 为 
方程 (1.2.9) 的 上 Lyapunov 指数 . 


1.2.2 一 般 非 线性 抛物 方程 
这 一 节 讨 论 一 般 的 非 线 性 抛物 方程 


ae = bs ai; (t, s + ai(t, zju) 


D» (t, zx takowa ze D, (1.2.17) 


B(tyu 20, r€8D, 
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其 中 4a = (aij, ai, bi, co, do) € Y (Y Æ Lo(R x D,RN+2N+t1) x L. (R x OD, R) WF 
R, HWE (L-1)~(L-5)), f(t,z,w) 是 某 个 容许 函数 集 Z 中 的 元 素 , 8 形 如 (1.2.2) 中 
的 边 值 算 子 (注意 到 已 中 含有 do ). 

下 面 研究 方程 (1.2.17) 的 Mild 解 , 并 将 光滑 抛物 方程 的 各 种 基本 性 质 推广 到 
一 般 的 非 线 性 抛物 方程 (1.2.17) 情形 . 记 0, 为 函数 关于 尺 的 偏 导数 . 

(NL-1) 对 每 个 fe Z, f (tz, u) KF u WM, f (t, x,u), uf x,u) BERF (t, z, 
u) € Rx Dx RBorel 可 测 的 . 而 且 , 对 任意 的 te R, WA f-t(-,-,-) := f(-+t,-,-) € Z. 

(NL-2) 存在 常数 po > 2, qo > max (4,1), mo e N 使 得 对 任意 的 f € Z, 都 存 
在 ci(.) € C(R, R) (i = 1,2,3), c(t), e3(t) > 0, t € R, & Rx D 上 的 Lebesgue 可 测 
PRIA C;(-,-), WE Cilt, -) € L. (D), Ci(t,x) 20, (t,£) € Rx D, [R 5 t 5 Gi,(t,-) € 
La (D)] 连续 , 且 对 于 (t,2,u) € Rx D x R, 下 面 结论 成 立 : 


|If/(t,z,u)| < ei()]ul =} + Clt, 2), (1.2.18) 
f(t, z, uyu € cə(t)|u|P° + C>(t, z), (1.2.19) 

8, f (t, z, u)| < cs(t)|u|?° 2 + Cs (t, 2), (1.2.20) 

ff) — 0, I5 lw 30, [|t|—0o, i=1,2,3. (1.2.21) 


而 且 当 po > 2 时 , co(t) <0, t€ R. 

(NL-3) 对 于 任意 的 f € Z, u € Lao, _D(D), 映射 [R > t > ju()) € 
La, (D)] 连续 . 

由 (NL-1), (NL-2) 可 知 , 对 任意 的 Je Z, t€ R, ul) € Lao(po_1)(D), BA f(t,-, 
u (-)) € L, (D), 并 且 存 在 1 <p < q < co 使 得 


9 
> qo(po — 1) 2 qç > p| —— J > p > 1, 1.2.22 
q 2 qo(po — 1) 2 qo b o) p ( ) 
N 1 


对 给 定 的 p 满足 max{ 信 ,1} < p < qo, p2 和 4 满足 (1.2.22), (1.2.23), q > 1, 都 
fi p = a (Ez), q = golpo — 1) 满足 方程 (1.2.22) 

讨论 Z 中 序列 的 收敛 性 、 到 2Z 上 的 映射 的 连续 性 等 ; 在 没有 特别 强调 时 , 都 假 
设 该 空间 被 赋予 紧 开 拓扑 ， 即 当 n 一 oo 时 , 对 于 任意 的 2 3 f. f € Z, 如 
R fa (t, mu) > f(t,z,u) fE Rx D x RWJA FEE EJ&XT (t, z, u) 一 致 收敛 的 . 

引 理 1.2.1 st f€Z,u()e€ L4), 4 F(f,t,u)(z) = f(t,z,u(z)), q > p 38 
A. (1.2.22), (1.2.23). 则 下 面 结论 成 立 : 

(1) 对 任意 给 定 的 f EZ, F(f t) : La(D) > L,(D), A4 k(T,r), 对 任意 u,v € 
Lq(D), llulla; livlla < r, t € R, |t| < T, 都 有 


IIF(/, t, u) m F(f, t, v)llp < K(T, r)llu = vlla; (1.2.24) 
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(2) 对 任意 给 定 的 fe Z, 映射 [Rx L,(D) 3 (t,u) — F(f,t,u) € Lp(D)| 是 连 
续 的 . 
WEBB (1) 由 (NL-2) 可 知 


\f(t,z,0)] < Ci(,z), (t,x) € Rx D, 


Xt € R, C1(t6-) € Ly (D). 因此 , 对 任意 的 t+ E R, f(t,-,0) € L,(D). 再 由 (NL-2) 
可 知 , 对 任意 给 定 的 ve L,(D) K (t,x) € Rx D, 


|f(t, x, u(z))| < |F(t, 2, u(z)) — f(t, x, 0)| + |f (t, z, 0)| 
< cs(t)|u(z)|P° = + Ca(t, x)|u(z)| + Cx (t, z). 


显然 , 对 任意 的 ti € R, cs(t)|ul € Lp(D), Cr(t,-) e Lp(D). 注意 到 te R, 2 + 
TP = 1, jul? € La (D), Cs(t,-)? € L.«. (D). H Holder 不 等 式 可 知 , 对 任意 的 te R, 
Cs(t, -)|u| € Lp(D). 因此 , 对 任意 的 t € R, u € L,(D), f(t,-,u(-)) € Lp(D). 

对 任意 的 u,v € Ls(D), (t,£) € Rx D, 


|f(t,z,u(z)) ~ f(t,z,u(2))| < (cs(Dlu(z) — vla)? + Ca(t,2)) - Jule) — v(z). 
注意 到 |u() — o()P € La (D), 
po 一 2 p —2 po—2 


< 


< —————— = — <l. 
q—p `q—q `qo(p —1)—q go 


因此 , 对 te R 都 有 sc < q, (es(t)|u(-) — (P7 + Cs(t,3))” € Le (D). 
(2) XHEX z € R, ti, te € R, u1, U2 € L,(D), 


|f (tz, 2, ue(x)) — ft, 2, u (2))| &[f(t2, 2, ua()) — f(t2,2, u1(z))| 
+ |f (t2, z,ui(x)) CX f (t1, 2, u1(2))]. 


{BK |t1|, lta] < T, lulu, lluzllg < r. 由 结论 (1) 可 知 
Ilf (ta, *,u2C)) — f (t2, Clo S (T, r)||u2 — uilla- 
H (NL-3) 可 得 , ?4 t2 > tı Hd, f 
lf (t2, ,u1()) — F(t, +, 41(-))||p — 0. 


因此 结论 (2) 得 证 . 口 
下 面 研究 方程 (1.2.17) 的 Mild 解 及 其 性 质 . 假设 1 < q < oo, 存在 p > 1 使 
得 pz 和 9 满足 (1.2.22) 和 (1.2.23). 
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定义 1.2.2 (1) 对 于 给 定 的 uo € Ls(D), s < T, PRs < t < T, u() € 
C([s, T], L(D)) 满足 下 面 的 积分 方程 


u(t) = U, (t,s)uo + Í ' Ualt, T) f (7, , u(7))dr, (1.2.25) 


Wl ds u(-) 是 方程 (1.2.17) 满足 初 值 条 件 w(s) = uo 的 Mild f; 

(2) 对 s < T < Too, #Ru(-) € C([s, Tæ), L,(D)) £ (1.2.17) Æ [s, T] BRM 
th u(s) = uo 的 Mild fK, WJáfu(:) € C([s, Too), L,(D)) X (1.2.17) £ [s, Too) 
(s < To, S oo) 满足 初 值 条 件 wu(s) = uo € L,(D) 的 局 部 Mild 8; 39K Too = oo, WJ 
称 其 为 整体 Mild f. 

由 引 理 1.2.1 WA, 对 于 给 定 的 wu(.) € C([s, T], L,(D)), f(t,-,u(t)) € Lp(D) 关 
于 t 是 连续 的 , 因此 UVa(tr)f(r ulr)) € Lo(D) 关 于 7 连续 , s < + < t. 因此 , 由 定 
H 1.2.1 及 (1.2.23) 可 知 , 在 方程 (1.2.25) 中 的 积分 是 有 定义 的 . 

^ 5EXE1.2.6 对 任意 的 uo € Ls(D), s € R, a € Y, f € Z, 存在 h > 0 使 得 方程 
(1.2.17) 在 [s,s 十 加 上 存在 唯一 的 Mild 解 , 且 满 足 初 值 条 件 w(s; s, uo, a, f) = uo, 记 
A ult; 5, ug, a, f). 

证 明 可 以 用 文献 [10] 定理 3.8 的 方法 来 证 明 该 定理 , 但 为 便于 读者 阅读 , F 

面 给 出 定理 的 主要 证 明 思 路 . 首先 ; 对 于 给 定 的 h > 0,r > 0, > 


M, (h,s) = (u € C([s, s + ^], L4(D)) | llu(7)llg < r), (1.2.26) 


并 赋予 一 致 拓扑 uw v|] at (r,s) = SUPrels sh) u(t) — vla W M,(h, s) 是 一 个 完备 
的 度量 空间 . 
接 下 来 , 对 于 给 定 的 a e Y, f e Z, uo € La(D), u € M,(h,s), > 


Ga, a, f (u)(t) = U, (t, s)uo + / i Ualt, T)f (7, +, u())dr. (1.2.27) 


由 引 理 1.2.1 和 文献 [10] 中 定理 3.8 的 证 明 可 知 , 对 于 任意 的 p > 0, 存在 h > 0, 
r > 0 使 得 对 任意 的 wo € La(D), luolla S p, Gu ay : M,(h,s) 一 Mr(h,s) 是 压缩 的 . 
因此 , 存在 唯一 的 w(.) € M,(h, s), 使 得 当 t € [s,s + h] B#, 


u(t) = U. (t, s)uo + f Ua(t, T)f (7, -, u(7))dT. 


这 表明 w(t) 是 系统 (1.2.17) 在 [s,s 十 h] 上 的 唯一 的 Mild f, 并 且 满 足 w(s) = ug. O 
XE X. u(t; s, uo, a, f) = Da f(t, s)ug. 由 定理 1.2.1(3) 可 知 , 对 任意 的 s « 7 < t, 


9, s(t, s)uo = @¿ (t, T) o 9,, f(T, s)uo, (1.2.28) 


Da p(t, s)uo = 95.4, f. (t — s, 0)uo, (1.2.29) 
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JF EB Bay(t, s)uo Æ [s, t] 上 存在 . 

定理 1.2.7 (1) 假设 th >t > s, MH LG(D) PH uos — uo A fn, f € Z, 3} (t, z, u) 
€ Rx D x R, fn(t, z, u) ERMA) f (tz, u). mE, RRA c(-) € C(R, R), C(t,z) 
xC(t,-) € L. (D), 使 得 对 (t,z,u) € Rx D x R, n =1,2,---, WA |f (t, z,u)| < 
ce(b)|u|P° 1 --C(t, z). 因此 , 对 任意 的 aEY 及 任意 的 1> 5, ult; s,uo,a, f) 在 Lo(D) 中 ， 


u(tn; s, uon, a, fn) — u(t; s, uo, a, f). 


(2) 假设 go > 2. +q > 2 使 得 存在 p > 2, 方程 (1222) ~ (1.2.23) RÈ. 假 
Kt, > t > s, E LQ(D) P, uo, — uo, HY Pan > a, fa, f € Z, *F(t,z,u) € 
Rx D x R. RA f. (t, z, u) 逐 点 收敛 到 f (t, m, u), 假设 存在 c(.) € C(R, R) AC(t, 2), 
[R 5 t > C(t,-) € L, (D)] 是 连续 的 , 对 (t,z,u) € Rx Dx R, n = 12, 
\fn(t, x, u)| < e(t)|u|P° -1 + C(t,z). W] 3 £ > st}, u(t;s,uo,a, f) FH, LÆ L (D)? 
有 

u(tn; S, Uon, an, fn) — u(t;s,uo,a, f), n — oo. 

证 明 只 证 明 (2). 结论 (1) 可 类 似 证 明 . 

(2) 首 先 , RU t, t € (s, 5 +T], ult; s, uo, a, 了) 在 [s,s 十 TI 上 存在 . 注意 到 

u(tn; 8, Uon, Gn, fn) — u(t; s, uo, a, f) =U(tn; 8, Uon, an, fn) — u(tn; s, Uo, a, f) 

T u(ta; 8, U0, Q, f) E u(t; S,uo, a, f) 
TE L,(D) rh, `M t, — t BY, 
u(tn; s, uo, a, f) — u(t; s, uo, a, f) > 0. 
因此 , 只 要 证 明 在 L. (D) 中 , 当 — oo 时 ， 


u(t; s, uon; Qn; fn) “a u(t; s, uo, a, f) = 0 


在 (s,s 十 T] 的 紧 子 集 上 关于 t 是 一 致 的 . 

由 文献 [9] 中 的 定理 4.4 可 知 , 只 要 证 明 对 任意 给 定 的 连续 有 界 函 数 w : (s, 5 + 
T] ^ L4(D), TE L,(D) E, G«(u)(t)  G(u)(t) 在 (s,s 十 T] 的 紧 子 集 上 关于 t 是 一 
致 的 , 其 中 


t 
GA, (u)(t) := Ua, (t, s)uon + / Uan (t, T) fn(7, -, u(T))dT, 


G(u)(t) := U, (t, s)uo + Í Ualt, T) f (7, , u(r))dr. 
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下 面 证 明 , 对 任意 给 定 的 连续 有 界 函 数 v : (s,s 十 T] > La(D), Gn(u)(t) > 
G(w)(t) 在 (s,s 十 了 T] 的 紧 子 集 上 关于 t 是 一 致 的 .事实 上 ,由 定理 1.2.2(3) 可 知 ， 
在 L2(D) 上 , 当 n 一 co 时 , 在 (s,o0) 的 紧 子 集 上 关于 t 一 致 地 有 


Us, (t, S)uon 一 Ualt, S)ug. 
由 定理 1.2.3 可 知 , 在 L,(D) E, 44 n — co 时 , FE (s,o0) 的 紧 子 集 上 关于 一致 地 有 
Uan (t, $)Uon — U, (t, 8)uo- 


注意 到 , XF (t,x) € (s,s+T|]x D, n = 1,,2,---. fn(t, x, u(t)(x)) ERIM f(t, z, 
u(t)(z)), HH |f. (t 2, u(t)(x))| < e(t)|u(t)(z)|P° "1 + C(t, z). 由 Lebesgue 控制 收敛 
定理 可 知 , 对 于 te (s, 5-- T], “n — co 时 , ZE L,(D) PA 


fa (t, *, u(t)) LT f(t, -,u(t)). I 
由 定理 1.2.2(3) 及 定理 1.2.3 可 得 , 34 m 一 oo 时 , 对 每 个 s < + < t, E L,(D) PH 
Uan (t, T)fn(T, 7 u(r)) = U, (t, T) f (z, -,u(-)). 


在 (s,s 十 T] 的 紧 子 集 上 关于 一致 地 有 


/ Ua, (t, 7) fn(7,-, u(r))dr 一 l Ualt, T) f(T,- u(r))dr — 0. 


这 表明 在 L, (D) 空间 , YE (s, s-- T] ËJ f AE ET t — OU G,,(u)(t) 一 ipe 
Me. 从 而 定理 证 毕 . 

定理 1.2.8 给 定 f € Z, 如 果 对 (t,7,u) € Rx Dx R, c() € C(R, R), 
A f(t,z,u) = c(t)u + g(t,z,u) RZ, MJ 351 > s E u(t;s,uo,a, f) AE, 对 任意 
的 wo € L4(D), 都 有 f 


t t t 
u(t; s, uo, a, f) = U, (t, s)els «ru, + f U, (t, T)elr dr g(r, -, u(T; s, uo, a, f))dr. 


证 明 由 (1.2.28) 可 知 , 只 需 证 明 当 0 < t — s 之 1 时 , 定理 1.2.8 成 立即 可 . 
首先 , 类 似 于 定理 1.2.6 的 讨论 可 知 , 当 0 < h < 1 时 , 方程 


t t t 
ü(t) = Ualt, sje ru, + / U, (t, ret 4" g(r, ., ü(7))dr 


1E C([s, s + h], L,(D)) 中 存在 上 唯一 解 , HEH ült; uoa, f). FE, 4s < t < 
s+ h Bf, 


t 
ü(t; s, uo, a, f) =U, (t, s)uo + U. (t, s) ( J e(r)ese ‘Wardr )uo 
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" J “utk shy - (738, uo, a, /)dr 
Us Sug: / "BG ADM uw has 
£ / “TE CTS 
+ f i U, (t, r) (ef «ede _ 1) 9(7, +, ü(7; s, uo, a, f))dr 
p [ Ualt, T)e(7) [i U,(r, €)el CO gC, ., ü(£; s, uo, a, f))d£dr. 
注意 到 , 当 s < t < s 十 hh 时， 
I ‘Valt, r) (ef 07 — 1) g(r, (758, uo, a, P))dr 
E y Ua(t, r)e(r) f U,(r, €)el O gE, ., ü(£; s, uo, a, f))d£dr 
E / Us) / f (EjeJf Mae g(r, -, (rs, uo, a, dr 
- Í v. «0 f Var el 0s a(6s,uo,a, dtr 
=f Í Valt, fel nel Ogle, - ü(€; 5, uo, a, f))drde 


i T 
- n f U.(t, £)c(r)e FE OA gE, ., ü(£; s, uo, a, f))dédr 
=0. 


FE, 4s<t<s+hl, 
Wt; s uosa, f) = Valt, suo + Í Us (tr) (rss 8(ris,uo,a, f))dr, 
这 表明 当 s < t < s + HI, 
u(t;s,uo,a, f) = (t; s, uo, a, f) 
= U«(t, s)els MT: 4 f ; Ua(t, ress dr g(r,- u(r; s, uo, a, f))dr. D 


定理 1.2.9 4a € Y, uiu; € L4(D), fi, fa € 2 使 得 wl S uy, HH (t, z,u) € 
Rx Dx RW, fi(t,z,u) € fa(t,z,u). I] 35 s < t B u(t; s,ui,a, fi) fe u(t; s, us, a, fo) 
都 存在 时 , u(t; s, uia, f1) € u(t; s,uz,a, fa). 

证 明 首先 , 由 (1.2.28) 可 知 , 只 要 证 明 当 0 <t—s < 1 时 结论 成 立即 可 . 由 
定理 1.2.7-(1) 可 知 , RWE u, uz € Zu(D) 的 情形 即 可 . 
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假设 ,ua € L. (D), 4 v'(t) = u(t; s, ui, a, fi). WA 
lu (£)llso < |IUa (t, s)uilloo + Í : ||Ua(t, 7) fi(7, +, u* (7))llood 
< alt s)ulls +M Í — yel Dede 
于 是 , 存在 hi > 0 和 Mi > 0 使 得 
llo «Mi, O<t-s<h, i=1,2. (1.2.30) 


4 ¿() e C®(R, Rt) WAL: 4 Jul < Mi AY, C(u) = 1, 4 |u| > 1 Bf, ¿(u) = 0. 再 
QH (t,z,u) € Rx D x RIM, f,(t,z,u) = ¿(u)f,(t,z,u). MH (1.2.30) 可 得 


u(t; s, u;, a, fi) = u(t; s, ui, a, fi), s<t<st+hy. (1.2.31) 


接 下 来 , 由 (NL-2) 可 知 , ££4E— ^ FY Hl HR C(t, xz) > 0 ((t,z) € Rx D), [R> 
t C(t,-) e L,(D) 连续 , M4 (t,z,u) € Rx Dx R, i 1,28], WE 


0, f,(t,z,u) > —C(t, z). 
4 A (t, x) (n = 1,2,-- .) 是 简单 函数 ， 当 (t, z) € Rx Dif, 
0 < Ca(t, z) < C(t, z), 


HE R x D E, "4 n 5 oo Bf, C, (t, z) BRA C(t, z). 
4 
gi (t, T, u) = o T, u) + C(t, r)u = ë, (t, r)u. 


则 在 Rx DE, 当 n — oo 时 ， g; (t, T, u) 逐 点 收敛 到 filt, T, u). 
注意 到 , 用 gr 替换 f, 定理 1.2.6 成 立 . 用 gr 替换 f, i, 定理 1.2.7 也 成 立 , F 
Æ, 当 s < t < s + hy, n — oo H$, 


u(t; s, Ui, G, g; ) — u(t; s, ui, a, fi). 
对 每 个 ne N, 都 存在 6 e Rt 满足 


C,(t,z)&&, (tz)e R x D. 


“> 


OF (t, z, u) = gf (t,£, u) + Čru. 
则 


9; (t,x, u) = OP (t, x, u) — &u. 
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注意 到 , 用 gr 替换 g 后 , 定理 1.2.8 仍然 成 立 . 因此 


u(t; 8, uj, a, 9i) =U4(t, s)e o (ts) 
t 
+ 1 U, (t, rje ën (7D gn(r. s,u(T;s,u;,a,g;))dr. (1.2.32) 


注意 到 , 对 于 (t,z,u) € Rx D x R, 0,9? (t, x,u) > 0, B. gt (6,2, u) S 93 (t zu). 
固定 ve C([s, s + h], L4(D)] (0 < h < hi), € X G?(u)(-) WF: 


G? (u)(t) = U, (t, s)e 9n "79 u, + J "Us (t, r)e 9^ C79 G(r, -, u(7))dr. 


则 类 似 于 定理 1.2.8 的 讨论 可 知 , 250 < h « 1 时 , u( 5, uj, a, g7) de GT (- JÆ C ([e,: s+ 
h), La(D)) 中 的 不 动 点 . 

最 后 , 对 任意 的 uo(:) € Cl[s,s + h], L(D), 4 ul"() = Gr(ui-)(), j = 
1,2,-... 则 由 定理 1.2.4 可 得 , 当 s < t < s 十 hh 时, ur" (t) < v3"(t). 

由 于 2.5 > 0, 再 利用 定理 1.2.4 可 得 G7(w1")(t) < G7(w3")(t) < Gz (ul")(t). 
因此 , Ss < t < s + hF, vw?"(t) < wu2"(t)， 由 数学 归纳 法 可 知 , 当 s < t < s+ 
h, j = 1,2,.… 时 , vj^(t) < uj^(t. 当 s < t < s +h 时 , SE u(t;s,u1,a,g7) < 
u(t; 8, u2,a, 93) 成 立 . 因此 , 340 < t—s < 1BF,u(t; s,u1,a, f1) € ult; s, ua, a, fo). XE 
理 证 毕 . 口 

定理 1.2.10 HÈ a cY, f € Z,uo € L,(D), MAHA t2 s, u(t; suoya, f) 
都 存在 . 

WEBB 首先 , 由 (NL-2) 可 知 , 存在 c(.) € C(R, R), C(t,z) > 0((t,z) € R x D), 
[Rath C(t,-) € LCD) ER AWE 


max(f(t,z,u),0) < c(tu + C(t,z), (t,z)e RxD, u2-2, 
min(f(t,z,u),0) > c(tu—C(t,z), (tz)e Rx D, u«2. 
4 £C), nC) e C”(R, (0, 1]) Y 
&£u)-1, u>0, &(u)-0, u&-1, 
n(u)=1, u«0, n(u)=0, u21. 
M (t,z,u) e Rx D x RET, xg X. 
| ft (t, 2, u) = (c(t)u + C(t, z))£(u + 1) + f(t, z, u)n(u + 1), 


f (t,z,u) = (c(t)u 一 C(t, z))n(u 一 1) + f(t, z, ué(u = 1). 
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WA 
f*(t,z,u) —-c(t)u--C(t,z), (tz) e RxD, u20, 


f (&tz,u) c(tu-C(t,z), (tz) e Rx D, u«0, 
f (t,z,u) < f(t,z,u) <ft(t,z,u), (t,z,u) € R x D x R. 
注意 到 一 |uo| S uo < luo|, 由 定理 1.2.9 可 得 , 当 t > s 且 解 都 存在 时 ， 


u(t; s, —|uo|, a, f) < u(t; s, uo, a, f) € u(t; s, |uo|, a, f). 
Q v*(t;s,X|uo|) Z& Jy FE (1.2.17) BJ fit, ELv*(s;s,-|uol) = +luol, FH c(t)ut 
C(t, z) Hf f(t, x,u) AM, 24 t > s Bf, 
v^ (t; s, —|uo|) = — Ua(t, s)els (47 |u| 一 / I U, (t, r)e/* *(?*rC(r. -jdr 
=- Valt, s)luol + Í Un(t,7)(clr)0~ (rios hol) — C(r;3))ar 
t 
<- U. (t, s)luo| + / U, (t, T)f(r, "y v^ (r; S, —|uo|))dr, 
v* (t; 8, |wol) —U,(t, s)ef: e(r)dr|uo| + f U, (t, T)e/* cdrC(r， .)d7 
A 8 
-U.(t,s)luol + f Us (tr) (c(r)v* Gr; s, luo) + C(r, ))dr 
ZUalt, s)|uo| + , | Ualt,7) f(r, ;vt (T; s, uo|)) dT. 


TE, v* (t;s, +u) 对 所 有 的 t > s 都 存在 , A4t > s Hult; s, +|uo|,a, f) Mu(t;s, 
uo, a, f) 都 存在 时 ， 


v (5s,—|uo) <0, v*(t;s,|uo]) > 0, 
v (t; s; —|uo|) = u(t; s, —[uo|,a, f^) € u(t; s, —|uol, a, f) 
< u(t; s, uo, a, f) < u(t; s, |uo|, a, f) 


< u(t; s, |uo|, a, f+) = vt (t; s, |uol). 


这 表明 , u(t; s, uo, a, f) 对 所 有 的 t > s 都 存在 . a 

定理 1.2.11 4 XacYA*[cZ, 4ECLD)XAEX- 5, MA 

(1) 对 任意 的 s < T, 都 存在 Mi > 0, 使 得 对 任意 的 uo € Efet c [s,T], 
|| u(t; $, UO, a, Ala < Mi; 

(2) 对 任意 的 0 < ó, s+ ó < T < oo, 都 存在 M2 > 0 使 得 对 任意 的 uo € E, 
t € [s + &, T], |lu(t; s, uo, a, f)lloo < M2. 
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WEBB “只 证 结论 (2). 结论 (1) 可 类 似 于 (2) 进行 证 明 . 
(2) 由 定理 1.2.10 的 证 明 可 知 ,只 需 证 明 f(t, 2, u) = (eu + C(t,2) 即 可 . 由 定 
理 1.2.8 可 得 


u(t; s, uo, a, f) = Ua(t, sels «ru, + f ' Ualt, T)els «?*rC(r, dr. 
; 
FÆ, 对 于 任意 的 4 > q, 
llu(t; s, uo, a, £l; «ef» "lU, (t, s)uollg + J l alt, rel *"rC(r, -)llgdr 
<M(t- -G-Pen cnarlluoll。 
+M j] (t — +) 3 G-Dgra-Delfz cr)ar| G(r, -)|| pdr. 
$ 


这 表明 对 te [s + ó, T], uo € 五 和 任意 的 g < 4 < oo, llu(t, -; uo, s, f)lla 是 一 致 有 界 的 . 


口 
定理 1.2.12 fX acY, fEZ,t>sFoRARFRE C LD), 集合 {ult; s, uo, a, 
f)|uo € E) £ L4(D) P 2 48 5E c 65. 
证 明 注意 到 


u(t; $8, U0, G, f) em Ult, s)uo + f Ualt, T)f(T, +, u(r; 8, uo, Q, f))dr. 
由 定理 1.2.3 可 知 , {Ua(t, s)uoluo € E) YE L,(D) 中 是 相对 紧 的 . 因此 , 只 需 证 明 
集合 
E- {/ U,(t,r)f(r,:,u(r))dr|uo € E) 
是 相对 紧 的 , HE u(r) = u(r; s, uo, a, f). 
类 似 于 文献 [24] 中 定理 6.1.3 BJuEBH RT L14831] E ROAR RHE, 为 了 完整 起 见 , 这 


里 给 出 该 定理 的 证 明 . 由 定理 12.11 可 知 , 当 t Æ [s, oo) 的 有 界 子 集 上 , uo € E B$, 
u(t; s, uo, a, f)| 是 有 界 的 . FE, 6 一 0 关于 wo € E 是 一 致 的 . 


[Ust 080, -sulr)ar — 0. 
t—6 
因此 , 只 需 证 明 , 240 < ó < 1H], 集合 
t—6 
Es := {/ Ua(t, T)f (7, :, u(T))dr|uo € 2 


是 相对 紧 的 . S v(r;uo) = f(T, u(7)). W ||v(r;uo)lp HF uo € Efl € [s,t] BA 
界 的 , 并 假设 这 个 界 为 Mo. MAE (Us (t, r)v(7; uo)|r € [s,t— ô], uo € E) J& EH, 记 
为 Es. 显然 

Es C (t — ó — s) - Co(E;), 
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其 中 , Co(Es) 是 Es ASE. 由 文献 [33, 定理 3.25], Co( Es) 是 紧 的 , 于 是 Es 是 相 
对 紧 的 . 口 
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下 面 研 究 在 非 光滑 区 域 上 非 自治 抛物 方程 的 拉 回 吸引 子 .考虑 非 自 治 抛 物 方程 


N 
a > bn; Əz, 2, (Last z) oe "Ru z)u) 


Yee n) + co(f,z)u-- f(t,2,u), =€ D, 
B(t)u Een 0, x€ aD, 

EH DJ RN PHA AW Lipschitz 区 域 . AF BAR (1.2.2) 相同 . 在 这 一 小 节 中 ， 
假设 

(NA-1) a = (aij, ai, bi, co, do) Jë Y 中 的 元 素 , FOP Y Æ Lu (Rx D, RN +2N+1)x 
Loo(R x 8D, R) 的 子 集 , 满足 (L-1) ~ (L-5) (注意 到 do 在 B(t) 中 出 现 ). 

(NA-2) f 是 2 中 的 元 素 , 其 中 2Z 是 从 RxD x RR 到 的 满足 (NL-1) ~ (NL-3) 
的 Borel 可 测 函 数 集 的 子 集 . 

(NA-3) ` po = 2 Bf, 


(1.2.33) 


t 
lim sup = c2(T)dr < 一 Xai 


1—5—0o 


34 po > 2 Bf, f 
co(t) <0, limsup = f cə(r)dr < 0, 
t—s—oo É — 8 Js 


其 中 po, co () 与 (NL-2) 中 相同 . 

接 下 来 , 假设 1 < q < oo, 存在 p > 1, 使 得 (1.2.22) 和 (1.2.23) 成 立 . 当 wo € 
La(D) 时 , 4 u(t;s,uo,a, f) = u(t;s,uo). WW {U(t,s)}r>s, U(t, s)uo = u(t; s, uo) 在 
Lq(D) 上 是 一 个 非 自治 动力 系统 . BEE CLD), > 


u(t; s, E) = (u(t; s,ug)|uo € E). 


定理 1.2.13 Æ L (D) PH-RARFR {Br E R), 使 得 对 任意 有 界 子 
# E c L.(D), 对 任意 的 re R, ## Tr, E) > 0, 3 t> T(r, E) 时 ， 


u(r;r —t, E) c B(T). 


证 明 首先 考虑 po = 2 的 情形 . 由 (NL-2) 和 (NA-3) 可 知 , 存在 c(.) € C(R, Rt) 
Al C(t, x) > 0, [R 5 t C(t,-) € Lo (D) 连续 , "te R, z e D, u > 0 时 ， 


f(t,z,u) < c(t)u + C (t, z), 
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f(t,z,u) > c(t)u — C(t, z). 
mA 


m ot im UCC Daw uds d ae i 
LI TO m P rr J, O < a 


EX Ült, s) 如下: 
Ü.(t, s) = U, (t, sels e(r)dr 


则 存在 = > 0, Mo > 0, 当 t > s Bf, 
Ist. 8)la < Moe °G), 


固定 re R, & 
0 
K(T) =1+ Mo f eT ||C(r + r, -)||a dr. 


一 Co 


类 似 于 定理 1.2.9 证 明 可 知 , 当 t > s Bf, 
alt, hdl — Í 人 J Tenoa ga 
因此 , 对 Lo(D) 中 的 有 界 子 集 上 的 wo, KF t > 1 一 致 地 有 
lu(r; —t,vo)lla < &(r). 


因此 , B(T) = (u € Le(D)| llulla < n(7)} 满 足 定理 的 条 件 . 
接 下 来 考虑 po > 2 的 情形 . 由 (NA-3) TA, 存在 c* > 0, C(t,x) 20, [RS t5 
C(t,-) € L4,(D)] 连续 , 4teR, z € D, u > OH, 


f(t, z,u) < ex(t)c*u + C(t, x), 
当 t € R, z € D, u < 0 时 , 


c2(t)c*u — C(t,z) < f(t,z,u), 
1 t 
c. limeup rm ñ co(r)dr < 一 Xa. 


Hi po = 2 情形 的 讨论 即 可 证 明 该 定理 . 口 
注意 到 , 定理 1.2.13 的 Za(D) HITRI {Br € R) KAMARA SR. 


24 第 1 章 ” 几 类 随机 抛物 方程 的 随机 吸引 子 


定理 1.2.14 非 自 治 动力 系统 {U( 人 ts)}jt>s。 存在 一 个 拉 回 整体 吸引 子 , 即 对 于 
任意 的 1 > T, LÆRARI E c Lo(D), 存在 Ls(D) HERTE {A)r € 
Ry $X u(t; T, Ag(7)) = A«(t), 

da(u(7; T t, E), Ag(7)) T 0, t — oo. 

证 明 首先 , 由 文献 [8] 定理 1.1 可 知 , 只 需 证 明 (U (t, s)}t>。 存 在 紧 的 拉 回 吸 
WT ABD n]. 

设 B(T) 如 定理 1.2.13 中 所 定义 的 集合 . 则 对 任意 有 界 集合 E C L,(D), 


u(r —1;7-t, E) = u(r —1;7 —-1—(t—1), E) C Br-1), 
H `4¿ > 1 时 ， 
u(r;r —t,E) = u(l;7 — l, u(r — 157 — t; E)) C u(1;r — 1, B(T — 1)). 
于 是 , (K(r)|r e R E {U(t s)he, 的 拉 回 吸收 子 集 簇 , 其 中 
K(r) = u(1;r — 1, B(z — 1)). 
由 定理 1.2.12 可 知 , u(1; 7 — 1, B(r — 1)) 是 相对 紧 的 , el(K(7))|r € R) JE (U(t, 8) } ids 
的 紧 的 拉 回 吸收 集 , 于 是 , 定理 得 证 . 口 


推论 1.2.1 对 任意 的 TE R,q < 4 < co, A LD) P 4t S 4C E, Al) Æ 

L. (D) 中 的 有 界 子 集 , 2E. 35 + — oo 时 ， 
da(u(r;ir —t,E), Ag(r)) — 0. 

证 明 首先 , 固定 + € R. 由 定理 1.2.11 可 知 , A(7) E: L— (D) 中 的 有 界 子 集 . 

设 K(7) 与 定理 1.2.14 所 定义 相同 . 再 由 定理 1.2.11 可 知 , K (r) EE L— (D) B 
有 界 子 集 . 

现在 对 于 任意 的 有 界 子 集 书 c La(D), EÈ LD 的 有 界 子 集 , 则 当 t > 1 时 ， 
u(r;r —t,E) C K(7)， 于 是 , 存在 Mo > 0, “t > 1, 对 任意 的 wo c E, 任意 
的 ve A(r), 都 有 

lu(7;7 —t,uo)lnz«o S Mo, lo|| up) € Mo. 


这 表明 对 任意 的 uo € E, v € A(r), 4t> 1 Rf, 


lult; T — t, uo) 一 v| < ua f lu(T; T — t, uo) — v|*dz, 
D 


lutr;r — &, us) — vlla S Mo* (llu(rs7 — t, us) — la) 
因此 , 4t — co 时 ， 


da(u(r;r —t, E), A(r)) < MU (auri v — t, E), A(7))! — 0. n 
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这 一 节 证 明 在 非 光滑 区 域 上 随机 抛物 方程 的 拉 回 随机 吸引 子 的 存在 性 . 4 D 
是 RN 中 的 有 界 开 的 Lipschitz KIR, (P, {btjtea) 是 度量 动力 系统 . 考虑 下 面 的 方程 


Bu Aal du 
Ot = > Oz; (= Gi; (biw, rs T ai (Aw, z)u) 


x du (1.3.1) 
+ 2 buo 2) 5 + co(&iv, z)u + f(Ow,2,u), cr € D, 
i=1 


B(0.o)u = 0, x € OD, 


其 中 B(9sw) 与 方程 (1.2.3) 中 的 相同 . 

下 面 给 出 假设 . xt we, 4 az (t, z) := ai; (Ow, z), a? (t, x) := a,(0,o, z), 
bj (t, 2) := bi (bw, z), c@ (t, z) := co (vu, x), dó (t, z) := do (0vo, z) (注意 到 do(,) HIE 
在 算 子 EB(-) ) 中 , 并 记 


a^ := (ay) Mini, (ap), (bp), e do). 


(RA-1) PAR a, (= aji) (i,j = l, ,N), a; (i = l, ,N), bi (i = le ,N) 
All co 都 是 (Fx B(D), B(R)) 可 测 的 , PR do E: (Fx B(OD), B(R)) 可 测 的 , mi E. Y (Q) : 
= (a2|u €e Q) c Y (Y 是 Low (R x D, RN°+2N+1) x Low (R x OD, R) HFS, 满 
Æ (L-1) = (L-5)). 

(RA-2)f(o,z,u) KF u Ti, f(o,z,u), O, f(o,z,u) KF (w, z, u) J& (Fx B(D)x 
B(R), B(R)) TW; 对 每 个 we Q, fe(t,z,u) := f(6w,z,u) €T (t, z, u) € Rx D x 
R Ek. MA ZQ) = {fw e Q} 是 Z 的 可 分 离子 集 2 (Z E R x D x RS R ñj, 
满足 (NL-1) ~ (NL-3) 的 Borel 可 测 函数 集 ), 存在 c; : Q 一 RAC : Q — R, E 
"P e? (t) := a (hiw), C? (t) := Ci(gtw) 关 于 t 连 续 , AWE 


1f (6s, z, u)| S ei (o)|ujP° 1 + Cy (bw), (1.3.2) 
f(@uo,z,u)u S c2(A,w)|ul?? + Co(Ow), (1.3.3) 
对 每 个 w € Q, (t,2,u) € Rx D x R, MA 
[Bu f (Qw, x, u)| S ca(&w)|u|P? ? + Cs (0,0). (1.3.4) 
对 每 个 we Q 及 某 个 mo 2 1, = 1,2,3, 


ci (Ozu) T 0, Ci(0,0) 
imo tmo 


—0, |t| — co, (1.3.5) 
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其 中 po 与 (NL-2) 中 相同 , 而 且 当 po > 2, 对 每 个 w € Q, cz(w) « 0. 
(RA-3) > po = 2 时 , 对 任意 的 we Q, 都 有 


1 t 
— | c2(0,w)dt < 一 Xu := Agu. 
8 


m 
t 一 3 一 co £ — s 


M po > 2 时 , 对 任意 的 we Q, 


t-s—ooí—s8 


t 
co(w) <0, | lim E. c2(6,w)dr < 0. 
8 


.9|]381.3.1 (1) 映射 [Q 3w — a e Y (Q) Æ TAH; 
(2) RAT [DO w — f^ e Z(Q)] ZTMH. 
证 明 (1) 参阅 文献 [24] 中 引 理 4.1.1. 
(2) 首先 注意 到 , Z(0) 的 紧 开 拓扑 可 由 度量 


ee SUPplilg<nze 五 lulgn |f (t, z,u) — g(t, z, u)| 
d(f,9) := >` ae cr rs 


n=1 


确定 . H Z(Q) 的 可 分 离 性 可 知 , 对 任意 9e2Z 及 r > 0, 只 需 证 明 


O(g,r) = {w € Q|d(f", 9) < r) € &. 


^ 
dx (f, 9)= 2» SUDIrn,zeD,|u|£n zi z,u) — 9(t,z,u)| : 
n=1 


4K > 1, m > 1Bf, 
Om(arr) = {we aaor- =}, 
则 有 
1 
O(g,r) = Um-iOm(g,T)  Om(g,r) = Di boa. <r- x) l 
W (t, zi, ull = 1,2,--- JE x Dx RØRET E, WA 


Ov. (arr) = fw E Qao) <r Z] 


K w 
EN SUD |«n,|u;| £n \f (ti, Tl, u) = g(t, Zi, ur)| 1 
n=1 


FÆ Om, (9,7) € & BV O(g,r) € X. a 
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引 理 1.3.2 存在 on(.) e C(R, R) & C"(.) € C(R, R) ÑA 


c"(t) 
t—doo [mol 


JXTn-212,.., MEH € Q, S (t, z,u) e Rx Dx RW, ## n = nw), 使 得 


onl) o, 


—0, lim 


too tmo+1 


|f" (t,x, w)| < c"(t)|ul» 1 + C"(t), 
MQ, 是 可 测 的 , 其 中 
Q, = {w € Q ||f"(t, z, u)| < cn (t)|u|P° + C(t), (t,z,u) € Rx D x R}. 


证 明 由 (RA-2) 可 知 , 对 任意 的 we Q, 存在 正 的 有 理 数 mv, my, MY, M>, 
X (t,z,u) € R x D x RAT, MA 


[f° (t, a, u)| < (m? + m2 |t|"*)|u[P + My + MFt. 
则 由 有 理 数 的 可 数 性 可 知 , 存在 cr(.) € C(R, R) & On(.) e C(R, R) (可 以 选择 cn 人 
和 C" (t) Es r1 + ralt| 79 形式 , 其 中 ri Are 为 某 个 正 有 理 数 ) 满足 
c(t _ im ZO 


— O? +—+oo (otl 


t—=+oo tmo+1 
其 中 n= 1,2,…, 对 任意 的 we Q, fETEn = n(w), `M (t, z,u) € Rx Dx RE, 


= 0, 


[f^ (t2, u)| < c" (t)|u|P°! + C" (t). 
VE ((t;, re, w)|9, k,l = 1,2,- . Hé R x D x RESSR3SE-T- 5E. 则 有 
Qn = NK rar {w € Q||f2(t;, zu, ux)| < c" (t;)|ux|P 1 + C^ (t5)). 


因此 , Q, E: Q 的 可 测 子 集 . 口 

注意 到 Q = US Nn. 接 下 来 , idu(t0,uo, a”, f”) JJ u(t; uo, v). 

定理 1.3.1 (1) 假设 alw,z) = alx) (ËP a(w,z) 不 依赖 于 z), 1 < q < co, 存 
在 p > 1 使 得 (1.2.22) 和 (1.2.23) 成 立 , B] u(t; uow) DAX F t > 0feug € L (D) ` 
续 , 关于 上 > 0 和 wo € L,(D) 联合 连续 (FPR F (t, uo) € (0,00) x L,(D) 连续 ), X 
T (w,t,ug) € Q x Rt x L,(D) TA; 

(2) 假设 go > 2 (qo 5 (NL-2) 中 相同 ), q > 2, 存在 > 2 使 得 (1.2.22) 和 (1.2.23) 
成 立 . 则 w(t; uo,w) 分 别 关 于 t > 07e uo € L,(D) i£$&, 关于 上 > 0 和 wo € L,(D) X 
合 连 续 , X T (o,t,uo) € Q x Rt x L(D) Tal. 

证 明 只 证 明 (2). 结论 (1) 的 证 明 可 类 似 证 明 . 
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(2) 由 定理 1.2.7 即 可 得 到 w(t; s, uo,w) 关 于 t > s 和 wo € La(D) 分 别 连续 , 以 
Rult;s,uo,w) KF t > sM uo € L,(D) 的 联合 连续 性 . 
接 下 来 证 明 可 测 性 , 对 任意 给 定 的 6 > 0, 令 


ut;uo,w), ó <t, 
u(d;uo,w), O< t-< ó. 


对 任意 给 定 的 ne N, HO, TS 1.3.2 中 的 一 致 . 由 定理 1.2.7、 引 理 1.3.1 和 3 引 
38 1.3.2 可 得 , [0,co) x Qn x L,(D) 3 (t,w,uo) ^ u? (t; uow) € Lao(D) 是 可 测 的 . 
结合 Q = ug On 可知 , [0, oo) x Q x L,(D) 3 (t,w,uo) > u*(t;uog,w) € La(D)] 是 
可 测 的 . 

注意 到 , 345 — OW, 对 任意 的 (t,wo,w) € Rt x La(D) x Q, u*(t; uow) pit 
KEJ u(t; uo, w). 因此 w(t; uo, w) 是 可 测 的 . 

附注 在 定理 1.3.1(1) 中 , 假设 (1.3.1) 的 线性 项 的 系数 不 依赖 于 w& Q, um 
要 对 qo 和 4g 作 进一步 假设 , 其 中 qo 与 (NL-2) 中 相同 , 即 go > max( 7,1), 存在 p > 1, 
使 得 (1.2.22) 和 (1.2.23) 成 立 . 在 定理 1.3.1(2) 中 , 不 需要 对 (1.3.1) 中 的 线性 项 的 
系数 做 进一步 的 假设 , 但 是 假设 go。 > 2 (因此 , 由 (NL-2) 可 知 , qo > max{ 4, 2}), 
q > 2, 存在 p > 2 使 得 (1.2.22) ~ (1.2.23) 成 立 . 

定理 1.3.1(1) 和 (2) 的 条 件 是 w(t; uo,w) 关 于 w 的 可 测 性 . 在 非 自治 情况 下 , 不 
需要 这 些 附加 的 条 件 , 这 是 因为 不 需要 讨论 可 测 性 . D 

下 面 研究 方程 (1.3.1)Mild 解 的 整体 吸引 子 , 假设 定理 1.3.1(1) 或 者 定理 1.3.1(2) 
的 假设 中 有 一 个 条 件 成 立 . 

由 定理 1.3.1 可 知 , (1.3.1) 生成 随机 动力 系统 


II: Rt x Lj(D) x Q — L4(D) x Q, 


uó (t; ug, w) = | 


II(t, uo, w) x (u(t; Uo, w), bw). (1.3.6) 


定理 1.3.2 # £ L.(D) HART RR (B(w)|w € Q), 使 得 对 任意 的 有 界 集 
E C L,(D) AAEH w € Q, WEET (w, E) > 0, 8t 2 T(w, E) 时， 


u(t; E,0_1w) C B(w)), 


KY u(t; E, 0w) = (u(t;uo, 0 «w)|uo € E]. 
WEBB 证 明 过 程 类 似 于 定理 1.2.13, 在 此 略 . D 
定理 1.3.3 I£ L,(D) 中 存在 拉 回 随机 吸引 子 , 即 存在 Lo(DD) 空间 的 非 空 紧 
FRR, Aq = {Aq(w)|w € Q), 使 得 [Q 3 o — Alw) C Za(D)] 关于 人 的 完备 化 
ATA, 对 任意 的 t > 0, w € Q ult; Aw), w) = 4o(giw)， 并 且 对 任意 的 有 界 
£ EC Lo(D), 及 任意 的 we Q, | 


d,(u(t; E,0_,o), Aq(w)) > 0, t> oo. 
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证 明 GUE RRM RARE. 固定 we Q, > 
B(w) = (u(1; uo, 0 1w)|uo € B(O_qw)}. 


则 由 定理 1.3.2 可 知 , {Bw)}cca M (Bw) joen 都 是 工 的 一 簇 拉 回 豚 收 子 . 由 定 
理 1.2.12 可 知 , 对 每 个 we Q, cl(B(w)) 都 是 紧 的 拉 回 吸收 集 . 
再 由 文献 [20] 中 定理 B.1 可 得 , 工 存在 一 个 拉 回 整体 吸引 子 {4s(w)lw € Q). D 
推论 1.3.1 对 任意 w € Q, q <S ú < oo, 及 任意 有 界 集 电 CLi(D), Alw) 是 
Luo(D) 的 有 界 子 集 ， 且 


da(u(t; E,0 1»), Ag(w)) —0, t— oo. 
证 明 由 推论 1.2.1 的 证 明 即 可 得 证 . D 
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这 一 节 研 究 随机 抛物 方程 


N 
° = 2 x (astu 24 T f(0w,rz,u, ze D, (1.4.1) 
u=0, rEdaD 

的 拉 回 吸引 子 . 其 中 , D c R" 是 有 界 区 域 , we Q, (0, Z, P) 是 概率 空间 , ((0,F, P), 
(Gen) 是 遍历 的 度量 动力 系统 , f :Q x Dx R 一 R 满足 下 面 的 耗 散 条 件 : 

(H1) f : Q x Dx R ^ RAÉ(£ x B,B(R)) 可 测 的 ， f*(t,z,w) 关 于 (t,z,u) € 
Rx DER, 关于 ve RAM. WA, 对 每 个 we Q, 存在 一 个 正 数 do 满足 

gu(gtw x, u) < —do. 


(H2) 对 任意 的 w € Oc € D,u € RR 和 m > 1, 存在 p > 2， 两 个 不 依赖 
于 w 的 正 数 di,ds 和 两 个 正 的 具有 连续 轨道 的 可 测 函 数 必 (.),da(.) : Q 一 R, 其 
中 ca (04^), C4 (bw) XT t 连续 ， 满足 


dslul? — d4(@:w) < g(Ow, z, u)u € dilul? + do(640), we, 
对 某 个 m > 1, ` t ooff, | 


dz (bw) 
im 


= 0, d4(6,w) 0 
tm 


(H3) 存在 正常 数 de 和 具有 连续 轨道 的 可 测 函 数 dz (-) : 9 — R, 满足 


lgu(8«, x, u)| < deluj? 2 + dr(Ow), 
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其 中 cr(9iw) 关于 t 连 续 并 满足 (H2) 的 性 质 . 
注意 到 , 当 0:;(0.w, 2) 三 aij(z) 时, f(0zo,z,u) = f(z,u), (1.4.1) 退化 为 下 面 的 
自治 抛物 方程 


au “Qa du 

ao ar (s) ELEY eon 
ij=1 ^^ 

u=0, ZEe0D. 


FE (1.4.2) 和 相应 的 随机 抛物 方程 (1.4.1) 常用 来 描述 许多 物理 模型 和 生物 模型 ， 
包括 著名 的 生物 种 群 中 的 KPP 模型 . 方程 (1.4.1) 也 包含 时 间 周 期 和 时 间 概 周期 抛 
” 物 方程 这 些 特 殊 类 型 . 注意 到 一 些 随机 抛物 方程 可 以 通过 适当 的 变化 转化 成 (1.4.1) 
形式 的 随机 发 展 方程 . 例如 , 考虑 下 面 加 性 噪声 驱动 的 随机 抛物 方程 


N 
dv — >` uz (st) dt + f (v)dt + aW (t), z€ b, 


i,j=1 


(1.4.2) 


by (1.4.3) 


Ov 
其 中 W(t) 是 双边 布朗 运动 . 4 


=0, rc€8D, 


Q = Co(R, R) = {wlw : R —^ RiE2k, Bw(0) = 0), 


并 赋 以 紧 开 拓扑 , F= B(Q) (Borelc 代数 ), P 是 Wiener WE, 6,: 0 — Q, Ow(-) = 
w(- + t) — w(t). I ((Q,F,P), (Oher) 是 遍历 的 度量 动力 系统 . 
4 v* : Q — RÆ Ornstein-Uhlenbeck 方程 的 稳 态 解 过 程 


dv + Avdt = dW. 
令 
v—u-cv*, 
TRY ui 
Ou 
mee Au + f(u+v*(6w)) + v* (0610), z € OD, 
Ou 
po —0, r€cóàD. 


TEC D HE MMIC, 关于 (1.4.2) 的 整体 吸引 子 的 研究 很 多 528. 
可 以 证 明 , 当 万 具有 某 种 光滑 性 时 , 方程 (1.4.2) 的 解 在 LD) 中 生成 一 个 半 流 , 并 
E DD) 中 有 整体 吸引 子 012528], 如 果 当 满足 1 < p < 20, 其 中 是 空间 自 变量 
的 维 数 , 方程 (1.4.2) 在 H)(D) 中 的 解 生成 半 流 , 并 在 H} 中 存在 整体 吸引 子 02281. 
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由 拟 线性 抛物 方程 的 一 般 理论 30] 和 随机 动力 系统 的 一 般 理论 可 知 , (1.4.1) 在 
Z2(D) 中 生成 一 个 随机 动力 系统 


II;(uo,w) = (u(t, -; uo, w), Aw), (1.4.4) 


其 中 bw 是 保 测 的 遍历 的 变换 . 24D 是 一 个 具有 光滑 边界 的 有 界 开 集 , 1 < p< 
2n=2 则 (1.4.1) Æ HG (D) 中 也 可 以 生成 一 个 随机 动力 系统 , 并 且 u(t, uo, o) 关于 
PE uo € H1 CD) Bt | lg 是 连续 的 
为 便于 证 明 主要 结论 , 先 给 出 重要 的 非 紧 性 测度 和 ww 极限 紧 的 概念 05,34. 
定义 1.4.1 设 MM 是 一 个 度量 空间 , ALM 的 一 个 有 界 子 集 ， 则 4 的 非 紧 测 
度 y(A) 定 义 为 


(A) = inf(ó > 0: A 可 表示 为 有 限 个 直径 不 超过 5 子 集 的 并 }. 


定义 1.4.2 在 完备 空间 M 上 的 随机 动力 系统 {S(t,w)ht>0,wen X o MIR, 如 
RM 中 的 每 个 有 界 子 集 B(w), 对 任意 的 e > 0, 都 存在 to(w) > 0 使 得 


y ( U st. EL) < e. 
t>to(w) 

5|1381.4.109 设 M 是 完备 度量 空间 , y 是 非 紧 测 度 , 则 有 

(1) (B) 202 BRS B Xe; 

(2) 如 果 M 是 Banach 空间 , Jt] (B + Bo) < 4(B1) + y(B3); 

(3) y(Bi) < 4(B2), Bi C B2; 

(4) «(B1 U B2) < max{7(B1), y(B2)}; 

(5) 4(B) = 7(B). 

引 理 1.4.2(15] j M X X, 5 # Banach 空间 ，B(e) 是 半径 为 e 的 小 球 则 
y(B(e)) = 2e. 

引 理 1.4.305] ik X 2 Banach 空间 , 且 有 下 面 分 解 


X = X, @ X;, dimX1 < oo. 


4P:X—Xy,Q:X o X4 ERRARE, AZ X HART E. 如 果 @4 的 直径 不 超 
ite, WA (A) < e. 

3281.4.405 3 M 是 一 个 完备 的 度量 空间 , y 是 非 紧 测 度 . WRF} SME 
的 有 界 闭 子 集 序 列 , 且 满足 

(1) Fn Z2; 

(2) Fa+1 C Fn; 

(3) y(Fn) > 0, n — oo. 
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则 FNL, Fa) 是 一 个 非 空 紧 集 . 
下 面 的 条 件 是 一 个 技术 性 条 件 , 最 早 由 [23] 给 出 , 在 本 小 节 的 主要 结论 证 明 中 
起 着 关键 作用 . 
RHC) 对 任意 有 界 随 机 集 Bw) C H, 及 任意 s > 0, 存在 tp(w) > 0 # H 
中 的 有 限 维 子 空间 X3, 使 得 {||P S(t, 0_1w)B(0_1(w))} BAAN, H 


(I — P)S(t,0-w)z||<e, t2tna(w), 2 € B(0_,o), 


KH P : H — X, 是 有 界 投影 算 子 . 

1.4.18] 设 {5S(tw)}jt>swep 是 Polish 空间 万 上 的 随机 动力 系统 , WRF 
在 一 个 随机 紧 集 K(w), 吸引 每 个 有 界 的 确定 性 的 集合 BB C H, 则 集合 

Aww) = |] oas(w) 
BCH 

X. S(t, w) 的 整体 随机 吸引 子 , 如 果 人 是 连续 的 , 则 其 关于 下 的 忆 完 备 化 是 可 测 的 . 

定理 1.4.2 设 {S(t,w)jizowen 是 连续 的 随机 动力 系统 . 假设 存在 保 测 映射 
FE (Ojer WR 

(i) S(t,w) X w ARK; 

(ü) £ H PAZARA KE K (w). 
m] K (o) 8$ QXATR An(w) = Q(K(o)) 是 紧 的 随机 吸引 子 , 吸引 及 中 的 所 有 有 
RFK. 

证 明 (1) ZE A, (0.0) 是 可 测 的 . 对 任意 的 rz e H, 


d (s U st, ace) =d @ U S(t, 2) 
t> t>0 
= inf d(x, S(t, 0_.w).K (6_1w)). 


由 五 的 可 分 性 及 S(t,w) Ye H 中 的 连续 性 假设 可 知 , 4y € HIN, (t,w) — d(z, S(t, 
6_w)y) 是 可 测 的 , 于 是 
(t,w) +> d(x, S(t,0_:wK{(0_1w)) 


是 可 测 的 . 
注意 到 , "4o € RM, 
{w EQ; inf d(z, S(t, 0_.w)K (0 «»)) < a} 
=IL,,{(s,w) € (—00,T) x w : d(x, S(t,0 10) (6 1w)) < a}, 


其 中 , n, 是 从 Rt x Q #!] Q PSB. 于 是 , 由 投影 定理 可 知 ,，{w € Q; infir d(z, 
S(t, 0_w)K (0_w)) < Qa} 关 于 下 的 了 完备 化 是 可 测 的 . 
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由 于 K(w) BARTER, S(t,w) EO 极限 紧 的 , 因此 , 对 任意 的 e > 0, 都 存在 某 
^F te(w) > 0, 满足 


>| U S) «x. 


t>tx(w) 


4 e=1,n=1,2,---, 则 可 找到 序列 {tn}, & < to <- <tn < ME 
4 (u S(t, m) < =, pt ,wa 
ttn 
由 非 紧 测度 的 性 质 可 得 


y( U S(t, 0-tw)K (Ow)) < L, n=1,2,---. 


ttn 
根据 非 紧 测度 的 定义 , Upe, St, 0 uo) K Ow) 是 紧 的 随机 集 ， 再 利用 引 理 1.4.4 
可 知 , U,>,,, S(t, 0-1w) K Ow) 是非 空 紧 集 , 并 且 是 K(w) 的 极限 集 , 即 
Aklw) = Q(K(o)) = (] U SE, 0-1w)K (6) = 2 U stt, 6_w)K (Bs). 
s>0t>s n=1t>tn 


(2) 接 下 来 证 明 不 变性 . 假设 % € Ax (8,0), 利用 极限 集 的 9 平移 的 定义 可 
A, 存在 序列 tn — oo, bn € K(0_,.+sto2) 使 得 


S(tn, 9-t,4sw)on > V, mn — oo. 
由 随机 动力 系统 的 余 环 性 质 可 知 
v = Jim S(s8,w) - S(ta — 3,0_+,48W)On. 


4 n 充分 大 , 使 得 如 — s > tk (o), 这 表明 pn Š Sty — 5,0. + u)ón € K(w). 
断言 : {pn} 存在 收敛 的 子 序列 {Pn;}jez 满足 lim;—+00 Dn; = $ € Aw). 
事实 上 , 对 任意 的 es > 0 及 任意 的 we Q, FE trw) 满足 


U E) x, 
>t (2) 
这 表明 

Y U S(t ~ seas) € €, 


t’>te(w)+s 
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因此 , 存在 入 满足 


U Stn- sbtto)pn C |] SE- s, 0-144) K (0-14). 
n2N t>te(w)+s 
E. S (tn —8, 0 1, cs )Ón 包含 了 有 限 个 点 ， 其 中 No 是 固定 的 ， 当 nz No By, 
— s > 0. 由 非 紧 测度 的 性 质 可 知 


Y. ( U S(tn — 8, 2 == Y. ( U S(tn — 8, 2 <E, 


n>No n>N 
这 表明 
Y | U S(t« — 5,0 ....)ós | = 0, 
nzN 


Bp {S(tn — 8, Ot +sw)gn 是 相对 紧 的 . 因此 ， 存在 一 个 序列 tn; — +00, Rw € Hifi 
足 

S(tn; 一 S, Otn +9) On; 一 内 İn; — +00. 
由 QQ 极限 集 的 定义 可 知 , ó e Q(K(w)), B. 


v = lim S(s, w) i S (t, —8, in, +a) On; 
=S(t,w) ` Jim S(tn; — s, -tn te) pny 
—S(s,w)ó C S(s,w)2(K(w)), 
Bp 
Ax (085(w)) C S(s,w)2(K (w)). (1.4.5) 
反之 , Sp € S(s,w)Q(K(w)), 则 存在 某 个 ge Q(K(v)) WWE v = S(s,w). Hw 极限 
集 的 定义 可 知 , 存在 序列 如 oo bn € K (0-2,,w) WIE v = lima sss S(t5,0 1, 0)ón. 
当 t > 0 时 , S(t, 0w), t 20, weQ 的 连续 性 草 涵 着 
S(s,w)v =S(s,w) Jim. S (tn, 01, w)ós = Jim S(s,w) + S(t4,0,, Ww) bn 
= lim S (t4, + 85,0 4,0)ó4 = Jim, S(tn + 8,0_-t,~s -9sw)on 
= lim S(th,0-4 -6,0)ón, 
其 中 , th = tn + s — 00, on € K(0 5) = K(9_w 0,7). FÆ S(s, wjt € 2(K (O,w)), 
TREE. 
(3) 最 后 证 明 吸引 性 . 如 果 结 论 不 成 立 , 则 Qk(w) 不 吸引 某 个 有 界 集 Blw), 于 
是 , 存在 某 个 5 > 0, FP tn — oo 及 序列 bn € B(9_t,w) 使 得 对 所 有 的 ne N, 


d(S(tn, 0-1 w)bn, Qc (w)) > 6 > 0. 
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由 于 B(w) 是 有 界 吸收 集 , 因此 (S(tn, 94,w)bn),,_w 存在 收敛 的 子 列 {bn} 满足 


S(tn;,0-t,,w)bn, > $ € Nk(w). (1.4.6) 


再 由 {S(t, w)}t>0wen 的 连续 性 可 得 


d(S (ts, ,0—., w)ba Drk(w)) <E, 


j 


这 与 式 (1.4.6) 矛盾 , 从 而 定理 证 毕 . 口 
定理 1.4.3 K{S(t,w)}irowen Æ (Q,Z,P, (Ojer) 上 的 连续 随机 动力 系统 ， 
则 {S(t,w)}tzo0,wen 在 互 中 存在 随机 吸引 子 Aw) 当 且 仅 当 

(i) {S(t,w)jtz0,wen 是 由 极限 紧 ; 

(ii) 存在 一 个 有 界 的 吸收 集 K(w) c H. 

证 明 由 定理 1.4.2 可 知 ， 只 和 需 证 明 必 要 性 . 因为 Ak(w) 是 随机 吸引 子 ， 则 
Ax (uw) 的 e 邻 域 是 一 个 吸收 集 .下 面 只 需 证 明 随机 动力 系统 {5(t,w)}:>0,wen Æ w i 
限 紧 的 . 

为 此 , 对 任意 的 e > 0 及 五 中 任意 的 有 界 子 集 B(w), 存在 tp(w,e) > 0 满足 


Ü S(t,0-1w) C Ng (Ax(o)) = fz € H : d(z, Ak (w)) < i] 


t2tp (w,e) 


HF Aw) ERK, 则 存在 互 中 的 有 限 个 元 素 z1,7z2,… ,zn € HWE 


Ax(w) C UN (zi. 1) | 


于 是 
N; (Arlo) C UN (z« 5). 
这 表明 
||. U ste ime) < (Ni (Ax(w))) < e, 
t2tp(w,c) 
BI {S(t,)} E BUR, 从 而 定理 得 证 o 


定理 1.4.4 i HX Banach 空间 , {S(t w)jhzo,wen £ (Q, F, P, (0,)xen) T tik 
续 随 机 动力 系统 . 则 

(1) 如 果 条 件 (C) MS, N {9(t,w)} ro wen Zw BRK; 

(2) 3€ H 3€ —š& 9h 63 Banach 空间 , N) {S(t,w)}tz0,wen 是 山 极 限 紧 当 且 仅 当 条 
件 (C) RE. 
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证 明 (1) 由 引 理 1.4.1~ 引 理 1.4.4 可 知 


( U S) 


izts(w) 


E (> U C) + Ge U c) 


t2tg(w) t>ts(w) 


<y ( | U s, 2) +y (c -P) U St. E) 


t>te(w) t>tp(w) 
<7(N(0,e)) = 2e. 


因此 , {S(t,w) }iro wen 是 极限 紧 的 . 
(2) 设 互 是 一 致 凸 的 Banach 空间 , {5(t,w)}z>0wwen 是 中 极限 紧 的 . 则 对 五 中 
的 任意 有 界 子 集 B(0), 及 任意 的 e > 0, 存在 某 个 妇 (w) > 0 满足 


U steam) « =: 
”Ntzte(w) 

由 非 紧 测度 的 性 质 可 知 , 存在 有 限 个 子 集 41(w), As), .… ,Am(w) (其 中 每 个 子 集 
的 直径 不 超过 外) 满足 


U 5(t0-«)B(8«) C Ü Ai(w). 


tztg(w) t=1 


4 x; € Ai(w), i = 1 … Tn, 则 


U S(t,0-1w)B(O-w) C Ü N (zi, =) I 
t2tg(w) i=1 
wX = span(z:, 3, - cf Em}. 由 于 五 fe, 于 是 ， 存在 投影 P : X ++ Xi 
使 得 对 任意 的 ze H, ||z — Pz|| = dist(z, X1). 因此 


li P)S(t, @-w)al| < 5 < €, 


这 表明 条 件 (C) 成 立 , 即 该 定理 得 证 . 口 
综合 定理 1.4.2、 定 理 1.4.3 和 定理 1.4.4 可 得 
定理 1.4.5 iE H X Banach 空间 , {S(t,w)}z>0,9en XE Polish i8] H Ł (Q, F,P, 
(Other) 的 连续 随机 动力 系统 . 如 果 下 面 的 条 件 成 立 : 
(i) {S(t,w)}tzo,0en 满足 条 件 (C); 
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(ü) 存在 一 个 有 界 吸 收集 K(w) C H. 
则 随机 动力 系统 在 互 中 存在 随机 吸引 子 Ak(w) = Nso Urs S(t,0_1ww)K(0_tw). 

定理 1.4.6 iX H X Banach 空间 , {5(t,w)}i>0,6en 是 Polish Z0) H k (Q, Z,P, 
(0,):e R) 的 强 弱 连 续 随 机 动力 系统 . 如 果 下 面条 件 成 立 : 

(i) {S(t,w)}:>0,0cen 满足 条 件 (C); 

(ü) 存在 一 个 有 界 吸收 集 K(w) C H. 
则 随机 动力 系统 在 万 中 存在 随机 吸引 子 Ak(w) = >o Urs, St, 0_tw)R(0_tw). 

证 明 必要 性 的 证 明 与 定理 1.4.3 的 证 明 相 类 似 , 在 此 略 . 在 充分 性 的 证 明 中 ， 
Ax (w) 可 测 性 和 紧 性 的 证 明 与 定理 1.4.3 相同 , 详 见 文 献 [21]. 这 里 只 给 出 不 变性 的 
证 明 . 

BA v € 4r(gsw), Ph Q 极限 集 的 6 平移 性 的 定义 , 注意 到 S(t,w) 是 强 弱 连续 
的 , 则 存在 序列 如 — oo fll ón € K(0_,.+ 0), Hn — co B$, 


S(tn, O-+,48w)Pn — y. 
随机 动力 系统 的 余 环 性 质 蕴 涵 着 
[E im S(s,w) - S(tn — $,0-2,48w) On. 


令 m 充 分 大 , 使 得 如 — s > tx (w), 这 表明 pn Š S(t, — 8,0 4, 1.0)ós € K(w). 
类 似 于 定理 1.4.3 可 证 明 序列 {pn} 存在 收敛 的 子 列 (ps, Jez 满足 lim; io pa, = 
$ € Nw). 因此 , 存在 序列 如 , 一 +co v e H WE 


S (ts; — 8, bin, 459)Ón, = $, tn; — +00. 
由 9 极限 集 的 定义 可 得 和 ge Q(K(w)), A 
v = lim S(s,w) - S(tn; — s -tn +8W)n, 
=S(t,w) ` lim S(tn; = 8,01, +sW) On, 
=8(s,w) C S(s,w)2(K(w)), 
Bp 
Ak(0,(o)) C S(s,w)O(K (w)). 


反之 , v € S(s,w)2(K(w)), WHEE é € Q(K(w)) 818 v = S(s,w). Hw 极限 
集 的 定义 , AR S(t, w) 的 强 弱 连 续 性 可 知 , 存在 序列 tn — oo  ós € K(0 4,0) 
E 

S (ts, 0.1, 0)ó5 = v, n— co, t> 0. 
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H S(t,0_w),t 20,» e Q 的 强 弱 连续 性 可 知 


S(s,w) =S(s,w) Jim S(tn, Ow ) bn = im S(s,w) - S(tn, Ow) pn 
= Jim S(tn + 8,0 4, 0)ó4 = Jim S(tn + 8,0-t,—s -9sw)on 
== im S(t, 0v. * dew)pn, 


RB, t, = tn + s 00, on € K(0 6,0) = K(0 00,0), 于 是 S(s,w)y € Q(K(6,0)), 
即 可 得 到 不 变性 . o 

下 面 给 出 随机 动力 系统 强 弱 连续 性 的 判定 方法 . 

定理 1.4.7 j X,Y X V Banach Fi, X*,Y* 分 别 是 其 对 偶 空 间 , X # Y b 
AE, RHI: XY 是 连续 的 , SCHOHMAT i :Y* 一 X* 是 稠密 的 , HB S(t,w) 在 
Y 上 是 强 弱 连续 的 , 则 S(t,w) EX 上 强 弱 连 续 的 充 要 条 件 是 对 每 个 w EN, t € Rr, 
S(t,w) KH X Pas KMPR RS Y 中 的 有 界 随机 集 . 

WEB] ”该 定理 的 证 明 类 似 于 [28] 中 定理 2.4 的 证 明 , 只 需要 作 适 当 的 修改 即 
”可 . 在 此 略 . 口 


1.4.1 工 2 空 间 中 的 随机 吸引 子 


研究 非 自治 抛物 方程 和 随机 抛物 方程 特殊 形式 的 解 主要 有 两 种 方法 : 一 
是 Galerkin 近似 方法 , 二 是 半 群 方法 . 例如 Langa? 研究 了 非 自 治 反应 扩散 
方程 


u=0, #fEƏD kE, (1.4.7) 
u(s) = us, 


EL EDN, t>s, 


KP f e CO1(R2, R),h(:) € L (R, (D), D 是 R"* 中 的 有 界 开 集 , 存在 r > 0,p > 
2,ci >0,i=1, ,5 满足 : 

(D1) cilul? — co € f(t, u)u € calul? — c4; 

(D2) fu(t,u) > 一 c5 ; 

(D3) 对 任意 的 t c R, 存在 非 减 函 数 n(t) > 0, 使 得 对 所 有 的 < < t,u,v € R, 
|f(r,u) — f(r,v)] < n(t)lu — vl. 

并 证 明了 在 LD) 中 存在 拉 回 吸引 子 K(t). 文献 [28] 利用 强 弱 连续 的 余 环 性 
质 和 非 紧 测度 技术 证 明了 当 f (tu) = f(u) € C(R, R), g() € Lẹ (D), B (D1) ~ (D2) 
成 立时 , 系统 (1.4.7) 在 H1 (D) 中 存在 拉 回 吸引 子 . 文献 [26] 研究 了 下 面 的 非 自治 
抛物 方程 


E Fy = Au g(tzu), ze D, (1.4.8) 


u=0, zc8D. 
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当 了 满足 适当 的 光滑 性 , 对 所 有 的 wu e R, 


f(t,z,u)u < e(t,z)|u|? + D(t, z)|u], 


文献 [28] 利用 半 群 方法 证 明了 当初 值 woe C(D) Bf, (1.4.8) 存在 唯一 的 Mild f u(t; s, 
uo), A u(s;s,uo) = uo, 并 且 系 统 (1.4.8) 在 Co(D) 中 存在 拉 回 吸引 子 . 文献 [8] 研 
究 了 高 斯 噪声 驱动 的 反应 扩散 方程 


du = Audt + f (u)dt + Y $; (z)dw; (t), 


j=1 
u=0， 在 9D 上， (+0) 


u(to, £) = uo(z) € L*(D), 


其 中 , f 为 如 下 形式 的 多 项 式 : 
2p-1 

f(u) = > apu", ü25—1 < 0, 
k=0 


并 证 明了 方程 (*0) 的 解 在 L? 上 生成 一 个 随机 动力 系统 , 并 存在 紧 的 拉 回 吸引 子 . 
这 一 节 先 研究 一 般 的 随机 抛物 方程 


u(to,z) = uo(z), z€ D, (1.4.9) 


° — Au + g9(@w,2,u)=0, z€D, 
u=0, xe dD, 


EH, weQg:2xDxR> RAEu[ il 69. D E: Rn 中 的 具有 光滑 边界 9D 的 有 界 
FR. 对 每 个 给 定 的 we Q, i g" (tm, u) = g(8iv, x,u). 并 且 满 足 假设 (H1) ~ (H3). 

WH = L2(D), 其 内 积 和 范 数 分 别 为 (小 || ||, V = 大 (CD) 的 内 积 和 相应 的 范 
数 分 别 为 (，)v, ||: Hv, LP(D) 的 内 积 为 || Ilze. 

对 任意 初 值 wo(z) € L?(D), 由 文献 [6] 的 定理 3.1 和 Faedo-Galerkin 近似 方法 
可 证 得 下 面 结论 : | 

定理 1.4.8 假设 (H1)~ (H3) RZ, 则 对 每 个 we Q, 及 任意 的 T c Rt, w € 
L2(D), 存在 唯一 的 弱 解 以 (.， “, Uo, W) € C([0, T], L?(D)) NL*(0,T, H0(D)) np (o, T, 
L*(D))f1L**(0, T, L?(D)), 且 在 空间 V'(0,T; H-1(D)) L 2 2 # $ oti K. 2 A 
(1.4.9), u(0, uo, w) = uo. 而且, 3} Pf A uo, vo € L?(D), 


lu(t, uo, w) — v(t, vo, w)| < exp(cs(t — 7))|uo — vol. (1.4.10) 


WEBB 对 每 个 we Q, 方程 (1.4.9) 在 某 个 纤维 上 是 确定 方程 . 由 于 (H1) ~ (H3) 
成 立 , 注意 到 (H2) 表明 g(t,z,w) 关 于 t 是 多 项 式 增长 速度 . 类 似 于 文献 [6] PE 
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理 3.1 的 Faedo-Galerkin 近似 方法 可 以 证 明 , 对 每 个 w es Q, 及 任意 给 定 的 初 值 函 
数 wo(z) € L?(D), 对 任意 的 > 0, (1.4.9) YE V'(0, T, H ! (D)) 上 在 分 布 意义 下 存 
TE— 8858 u(t, x, to, w, uo), Hu € L^(0, T, H^1(D)), FB u(z, s) 满足 


u(-) € L2(0,T, B) (D)) (| L7(0, T, L?(D)) [ | (0. T, Z^ (D)), 


u() € C([0, T], L?(D)). 类 似 于 文献 [6] .的 定理 1.1 和 文献 [22] 的 定理 3.3, 可 以 用 
弱 解 的 连续 性 得 到 唯一 性 , n 
附注 引 理 (1.4.8) 表明 S(t, w)up KF t > 0 和 wo 是 连续 的 . 
4 


Y ={9 : g(t,2,u) € C(R x D x R, R) 满足 假设 (H1) ~ (H3) 


且 具 有 有 限 的 加 权 范 数 , 其 中 llollw = sup sup (MGB) <o). 


s€[7,t]zeD,ver 1+ [|P 1 


由 文献 [6] 的 附注 2.1 可 知 , (Y, || - ||a4) 是 一 个 Banach 空间 . 
对 每 个 ge Y, 考虑 下 面 的 方程 


Ou 
| ag ~ Au + g(t,z,u) = 0, (1.4.11) 


u(t,z)ap =0, ulto, z) = uo(z). 


idi u(t, ©, uo, g) 是 方程 (1.4.11) 的 解 . 如 果 每 个 w € Q, g(t,z,g) = g(Ow,2,u) = 
g” (t, x, u), A u(t, z,uo,w) = u(t,z,uo, g^) 是 方程 (1.4.11) 的 解 . 
9|X81.4.5 S(t,o)uo 关于 w 可 测 ， 
引 理 1.4.6 对 每 个 gE Y, 方程 (1.4.11) 4M u(t,- to, uo, g) 关于 g 是 连续 的 . 
WEBB 设 wi(t,2,wio, gi), i = 1,2 是 下 面 方程 的 解 


ðu; 
m — Au + gP(t,z,u) = 0, $ = 1,2, 
ui(t,2,uio,gi) =0, cz € OD, 


ui(to, x,w) = uio(z), 


则 uj 一 U2 满足 方程 


O(uj —u 
| Pin = 1a) — A(u1 — ua) + gr (t, z,u1) — g$ (t, z, ua) = 0, (14.12) 


ui (to, z) — uz(to, z) = u1o(x) — uzo(x). 
用 wi — ua 5537 (1.4.12) 4E L? 内 积 , 直接 计算 可 得 


ld 


sallu — ual|? + |ui 一 ually 一 一 (st (t,2,u1) — g2 (t, z, u1), u1 一 ua) 
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— (of (t,2, ui) — (2,2), ~ uz). (1.4.13) 

H (H1) 可 得 

- (git, 2,11) — 9$ (t, £, u2), — ua] < dolls — wall. 
根据 | LL 的 定义 可 知 , 对 所 有 的 ve R, z € D, s € [r,t), 

lg (s, ua) — g2(8, z, u)| < Hle — gallon (1 Iu PP). 
再 由 Young 不 等 式 得 到 

|o: (t.a, ui) — g2(t, 2,u1), ui 一 uo)| <llgi — g2llm (1+ vr P7?) |ui — ua|dz 
«Iles — gallacds (1 + lluy Ë, 十 lluall2。). 


于 是 
arl 一 Ua||? < 2dollua — u2ll? + a(t)llg: — galla (1.4.14) 


其 中 a(t) = 2ds (1 + luli» + lluzll2。 + 1). 由 估计 式 (1.4.14) 可 得 


t 
la — ual]? < (Ilus — uzrli? ll — galiae f. eas) 7n. 
T7 


因此 , 对 任意 固定 的 + 和 ,上 > 7, WR [lui 一 uw27|| — 0, Ilg — gall. — 0, W |[us (t) — 
ux(t)|| 一 0. 从 而 引 理 1.4.6 WEH. 口 
引 理 1.4.7 假设 (H1)~ (H3) 成 立 , MRA E : Naw g^ € Y X + o 是 可 测 
的 . 
证 明 由 于 g*(t,z,w) 关 于 w € Q AMM, [r t] dé n A, 因此 可 以 选取 
TEC T2 ,mm € [r,t], 使 得 对 任意 的 (tn, tn, un) ({(tn; Zn; Un)} FE [r, t| x Dx 
M, PRR), 


w: |g” (tn, En, Un) — 96 (tn, En, Un)| < ó — Ji 
是 一 个 可 测 集 . 同 理 


NA w: |g” (tn, Tn, Un) = 96 (tn, Tn; Un)| Pay = 1 


也 是 一 个 可 测 集 . 注意 到 范 数 || - la, 的 定义 , 则 有 


i 1 
nne : Iig (tn, Tn, Un) — goltn, Zn, Un )|| M < 0 一 i} 
k n 
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19^ (ta, Tn, Un) = go(tn, Zn, Un)| ó 1 
Njo: sup(twiznun)erdxpxw TD SITR 
n 


k 
1 
SC (Ye : SUDG, z, ua)€[r,t]x DxAA1i |g” (tn, Tn, Un) Pe go(tn Zn; Un) | <- A 
n 


= fw : SUP (tn i, us )elr;t]x Dx Mi 19” (tn, Zn, Un) = goltn, Tn; Un)| < ó) . 


于 是 


{w : lg" (t, T, u) = go(t, z,u)ll ut < ó) 


是 一 个 可 测 集 . 从 而 引 理 1.4.7 得 证 . D 

5|38 1.4.7 和 引 理 1.4.6 蕴涵 着 下 面 的 结论 : 

引 理 1.4.8 对 每 个 we Q, 方程 (1.4.11) Hult, s, uow) = u(t,z,uo,g") X 
于 只 是 可 测 的 . 

因此 , 对 每 个 w € Q 和 初始 函数 wo(z) € LD), (S(t,u)heno en EA LD) 
到 Z2(D) 上 的 随机 动力 系统 . 

接 下 来 证 明 在 Hà (D) 中 的 有 界 吸 收集 的 存在 性 和 w 极限 渐 近 紧 性 . 

引 理 1.4.9 ”随机 动力 系统 S(t,9_iw) 在 L2(D) 中 存在 一 个 吸收 集 KK(w), A(w)= 
Us K(w) PR ||- llr CAK LD) 中 的 有 界 轨 道 . 

证 明 男 定 we Q (下面 的 结论 对 Polish as. we Q 都 成 立 ). 设 to < —1, WH 
FE ty = —1— į ln ||uoll, 2 to < t3 AY, e^? C! 7*9 |[ug|? < 1. 


用 % 与 方程 (1.4.9) 的 第 一 个 方程 相 乘 , 并 在 DD 积分 后 可 得 


LS qup? + llull? + [iate u)dz = 0. (1.4.15). 
H (H1) 和 Poincaré PERK (1.4.15) 可 得 
All! Asl + 2ds f fud < 2d(buolD (14.16) 
利用 Gronwall 不 等 式 得 到 
-1 
llu-D)P <e souolP + f etto (2a,(0,o)1D|)ds 
to 


-1 ` 
<e~s(-1-10) Jug ||? + J e% (-1-t) (24.(0,o)ID|)ds. 
—oo 


条 件 (H2) 表明 当 to 和 s 分 别 趋 于 —oo BF, da(0,7) 至 多 是 多 项 式 增长 , 因此 , 存在 一 
DARRAR y (w) 满足 . 


=i 
J e C1-to) (2ds(0,w)|D|) ds X yo(w), 
一 oo 
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给 定 p > 0 满足 lluo(z)ll < p, BARE = —1— + In 22, 使 得 当 to < THY, 
e GC1-to)g2 < 1, 
> 
-1 
o2 (w) =1+ api f e (—1-to) (da(8.w)) ds. 


id Bw) = {u: |lul| < Xi(w)}, 则 由 有 界 吸收 集 的 定义 可 知 , 集合 Bw) 是 随机 动力 
RF {5(t, 0_w)}t>0wen 的 一 个 有 界 吸 收集 . . D 

3|381.4.10 存在 随机 变量 yz(w) > 0, 使 得 对 所 有 的 p > 0, Æ tš < —1, 对 
P.a.s w € Q, to < th, uo(z) € L?(D) E ||uo(z)]|| < p, 方程 (1.4.9) 的 解 u(t,w,to, uo) 
在 [to, 00) 满足 


0 
J _llu(o)IFds < ne 人) 
证 明 ”类似 于 引 理 1.4.9 的 讨论 ,将 方程 (1.4.15) TE [—1,0] 上 积分 , 34 to < t; BT, 
0 0 0 
gl e 人 Iifeds + da f july pdx < gl cott « f. da(gsw)ds. 
注意 到 引 理 1.4.9 PIF ||u(—1)|| Hit, 有 
[itas < f datonayds inito) = naw) 
n u|lyds < E 4(0sw) s + zne = m»), 


从 而 引 理 1.4.10 即 可 得 证 . 口 
定理 1.4.9 假设 (HI)~ (H3) RA, 则 随机 动力 系统 Stu) # L?(D) 中 存在 拉 
回 吸 引子 Aw), 按照 | - |r: 范 数 吸 引 L2(D) PHARRR, HAW) ALD) 中 
4 L?(D) ETA. 
证 明 用 -Av 乘 方程 (1.4.9) 两 边 , 并 在 D. 上 积分 后 得 到 


1d - s 
; jIlllv + l^ul2 = I Aug (Ow, z, u)dz < I — Lobon (57) ds 
(1.4.17) 
由 (H1) 和 (1.4.17) 可 得 


d 
zl + llAul|y < 2dollully- (1.4.18) 


在 任意 区 间 [s, 0] 积分 (1.4.18) 后 得 到 


0 
lu(o)ll < Ilu(s)il? + 2do j llu(s)ll2,ds. (1.4.19) 
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由 Poincaré PER, 存在 常数 co = co(D) 使 得 当 wo(z) € H¿(D) Bf, 


I[uol| € collwolly. 


fe [-1,0] EX (1.4.19) RF s BUT, 再 由 引 理 1.4.10 得 到 
0 0 
WOR < Í fuas + 2do Í Ilu(s) uds < (2490262. 
-1 -i 
给 定 p > OWE ||uo(z)llv < p, MAE = —1 — $1n Pa, H to < Ht, 
5€ 7179 cBluolly < 1. 


W y(w)? = (1 + 2do)72(w), B(w) = {u € H1(D) : ||ully < y(w)}. 由 有 界 吸收 集 的 定 
义 可 得 , B = {B(w)}wen 是 随机 动力 系统 {1S(tb_iw)}ji>oweo 在 H1(D) 中 的 有 界 吸 
收集 , 从 而 完成 了 引 理 1.4.16 的 证 明 . HF HD) c L?(D), 可 以 得 到 5(t,9_iw) 的 
高 正则 性 , 即 对 L2(D) 中 的 任意 有 界 集 B, llu(t, B,w)jlla < M, 这 表明 S(t,0 4) 是 
紧 的 . 因此 , 随机 动力 系统 S(t,9_ww) 在 L2(D) 中 存在 随机 吸引 子 . D 


1.4.2 Hü 中 的 弱 吸 引子 
这 一 节 研 究 一 般 随 机 抛物 方程 在 H1. 上 的 弱 随 机 吸引 子 的 存在 性 , 即 研究 


ôt 
u(to,z) = uo(r) € uo(z) € Hl, x € D, (1.4.20) 


ð 
= 一 Au + g(Ow, £, u) =0, r€D, 
u=0, zE€ðD, 


其 中 对 每 个 we Q,g :Q x Dx Ro RWWA, u(x) c H1. 

B D E: R" 中 具有 光滑 边界 的 8D 的 有 界 开 集 ， 4 = --A 是 线性 闭 的 无 界 正 自 
TEST, D(A) c H, 存在 特征 值 Xi 及 相应 的 特征 函数 o; (z), 其 构成 互 的 一 组 正 交 
基 , 即 


Aój(z) = A; $i;(7), j=1,2,---, O0<A1 <)A ::: , À; — oo, j 一 oo. 
对 每 个 9 € Y, 考虑 下 面 的 方程 
Ou 
gr AY tg, z, u) = 0, (1.4.21) 
u(tz)ap =0, u(to,z) = uo(z). 


ji ult, z, Uo, g) 是 方程 (1.4.21) 的 解 . 如 果 对 每 个 w € Q, g(t, T, g) = g(Pw, z,u) I 
9" (t, z, u), W u(t, z, uo, w) = u(t, z, uo, g^) 3&7; (1.4.20) 的 解 . 
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对 于 确定 型 自治 方程 (1.4.21), BI g(O.w, 2, u) = glz, u), 有 很 多 人 研究 其 渐 近 性 
AS, 证 明 整 体 吸引 子 及 其 Hausdorff 维 数 估计 . 对 于 具有 拟 周期 、 概 周期 、 渐 近 概 
周期 非 自治 方程 , 利用 双 参 数 过 程 和 斜 积 流 技巧 来 研究 一 致 吸引 子 及 其 Haussdorff 
维 数 2629] 需要 指出 的 是 , 这 些 工作 主要 集中 在 相 平面 为 L2 (D) E, 而 不 是 H) (D), 
EHEM HHD) 上, 初 值 函 数 wo(z) € HAD) 情况 下 方程 (1.4.20) 的 渐 近 性 态 的 
结论 不 多 . 需要 指出 的 是 , 文献 [23] 在 H1(D) 中 利用 非 紧 测度 技术 研究 了 自治 抛 
物 方程 (1.4.21) 的 整体 吸引 子 的 存在 性 . 这 一 节 在 Hd. 中 研究 一 般 的 随机 抛物 方程 
(1.4.20) 的 拉 回 吸引 子 . 

引 理 1.4.11 假设 (H1) ~ (H3) RS, 则 对 每 个 we Q, 对 任意 的 TE Rt, un € 
HL(D), 方程 (1.4.20) FA *R— 85 88 Au (^, -, uo, w) € C ((0, T], L?(D)) (127(0, T, 
Hi(D)) f1L^(0, T, LP(D)), HE V'(0,T; H-!(D)) 上 按 分 布 意义 下 满足 该 方程 ， 
u(0,-, uo,w) = uo. 而 且 对 所 有 的 uo, vo € L?(D), 


|u(t, -, uo, w) — v(t, -, uo, w)| € exp(cs(t — 7))|uo — vol. (1.4.22) 


证 明 对 每 个 w es Q, 在 某 个 纤维 上 , WHE (1.4.20) 是 一 个 确定 型 方程 .由 于 
(H1) ~ (H3) 成 立 , 条 件 (H2) 表明 g*(t,z,w) 关 于 t 是 多 项 式 增长 的 ， 类似 于 文献 
[6] 中 定理 3.1 的 Faedo-Galerkin 近似 方法 的 讨论 , 可 以 证 明 , 对 每 个 we€ OR 
任 给 定 的 初 值 函 数 wo(z) € HÀ(D), 对 任意 的 T > 0, 方程 (1.4.20) 存在 一 个 弱 
ff u(t, x, to,w, uo), 在 空间 V'(0,T, H-1(D)) 上 分 布 意义 下 满足 方程 , 8,u € L?(0,T, 
H-!(D), 且 解 w(z, s) 满足 | 


u(:) € L?(0,T, H)(D))[ | L700,T, L?(D)) ( | LS (0, T, L2(D)), 


u(-) e C([0, T], L2(D)). 类 似 于 文献 [22] 的 定理 1.1 的 讨论 , 可 以 得 到 弱 解 的 唯一 
性 . 引 理 证 毕 . D 
引 理 1.4.12 假设 (H1) ~ (H3) KZ, 则 对 每 个 we Q, $t» 0 时 , HM ult, m, c, 
uo) AK L2( D) 映 到 L2( D) 是 连续 的 . 
证 明 对 每 个 w € Q, 方程 (1.4.20) 在 每 个 纤维 上 是 确定 型 方程 , 由 引 理 1.4.11 
All, u(-) € C(0, T, L?(D)). 为 证 明 弱 解 u(-) 关于 上 是 连续 的 , Bl u(t) e C(0, T, H1(D))... 
由 于 wo(z) € Hà(D) > L?(D), 易 证 当 t > 0 时 , uo(x) > u(t, £, w, uo) A L?(D) Wk 


38 L2( D) EEN. D 
引 理 1.4.13 ”对 每 个 ge Y, 方程 (1.4.21) HM ult,- to uo, g) X + g EE. 
WEBB 该 引 理 的 证 明 类 似 于 引 理 1.4.6, 在 此 略 . 口 


引 理 1.4.14 假设 (H1)~ (H3) RÈ, RAE: Q 5 u 5 g^ € Y X Fw 是 可 
测 的 . 
证 明 该 引 理 的 证 明 类 似 于 引 理 1.4.7 的 讨论 , 在 此 略 . 口 
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引 理 1.4.15 “对 每 个 初 值 函 数 uo(z) € HL(DD), 方程 (1.4.20) 899 u(t, -, uo, w) Æ 
HL(D) 中 关于 wo RBA. 

证 明 Ñn = 1,n = 2 时 , 如 果 条 件 (H1) ~ (H3) 成 立 , 则 由 文献 [25] 可 知 , ult, 
uo,w) 关 于 wo € Hi(D) ERA, 不 需要 对 增长 速度 p 增 加 任何 限制 . n = 387, 
u(t, ,U0;w) 关 于 uo € 而 (D) 也 是 连续 的 , HE HLD), 2 < p < 25. Xn» 3, 
可 以 证 明 解 w(t,…, uo, w) Æ Hà ESSERE uo. 口 

注意 到 , 对 任意 的 w e Q, 引 理 1.4.11 和 引 理 1.4.12 表明 方程 (1.4.20) 的 解 确 
定 了 一 个 随机 动力 系统 S(t, w): 


S(t,w): Hi(D) — Hj(D): S(t,w)uo = u(t, z,w, uo). 


9|381.4.16 MIZ & 9 (S(t,0 «))iooocodE HUD) 中 存在 有 界 的 吸 
收集 . 

WEBB ”固定 we QI( 下 面 的 讨论 对 P. as. w e 0 都 成 立 ). 令 to —1, uo(z) € 
Hà(D). 由 引 理 1.4.11 HJ All, ve 五 2 在 弱 的 意义 下 定义 , -Awu 在 弱 的 意义 下 有 
意义 . 

用 一 Au 乘 方程 (1.4.20) 两 边 , 在 上 积分 可 得 


gil Al = f, Aww ds < f -Doms, "CO 
: E (1.4.23) 
利用 (H2) 和 Holder 不 等 式 , 由 (1.4.23) 可 知 
Š luli + Aull? < 2dsllully. (1.4.24) 
在 任意 区 间 [s, 0] 上 关于 方程 (1.4.24) 积分 可 得 
0 
llu(0)||2, < jlw(s)ll + 2ds / MOZA (1.4.25) 


在 利用 Poincaré 不 等 式 可 知 ,存在 一 个 常数 co = co(D) IEI uol] < col|uollv; 
Méuo(z) € H¿(D) 时 , ZE[-1,0] 上 (1.4.25) 关于 s 积分 , 由 引 理 1.4.10 可 知 


0 0 
IIR < Í Ilias +2ds Í lids 
0 
<ü 24) Í Iulias 
0 
«(1 + 2ds) | da(gsw)ds + 576] =v). 


给 定 p > 0 使 得 luo(z)jllv < p, BALE = —1— š In Zx 使 得 对 任何 |luo(zjllv < 
P: 4 to < tB, 


1 
3€ Cto) djluolly <1. 
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4 Bw) = {u € Hi(D) |lu|lv < Y(w)}， 由 有 界 吸 收集 的 定义 可 知 , 集合 B = 
{B(w)}wen EMILA KE S(t, 0-tw) ) iso seo TE HQ (D) 中 的 一 个 有 界 吸收 集 ， 从 
而 引 理 1.4.16 得 证 . 口 

引 理 1.4.17 假设 (H1)~ (H3) RZ, 则 当 n < 2, 2 < p < +o, Xn > 3, 
2 < p < 72-2 时 ,随机 动力 系统 {S( 信 bg_iw)jt>owee 在 硬 (D) 中 是 中 极限 紧 的 . 

WER 由 定理 1.4.4 可 知 , RAE HLD) 中 验证 条 件 (C) 成 立即 可 . 由 引 理 
1.4.16 , 存在 tp(w) > 0, 当 t > tp(w), S(t,0_t1w)B(9_tw) C Bw). & X; fle; Yr 
B): —A fE H (D) 中 的 特征 值 与 特征 函数 ， 其 构成 了 L'(D)BQIESESE. 4X, = 
span{e1, e2, … ,eN}, P : L? + X, 是 投影 算 子 , Q = Id- P. 记 || :|| 和 || lv 
分 别 是 L? FEB Hà (D) TER. 

任 取 初 值 wo(z) € B(w), Hl —^us = -AQvu 乘 以 系统 (1.4.20) 的 第 一 个 方程 ， 
并 在 D 上 积分 后 得 到 


d 
£ loli + 2lAuall? + 2f Au das d; 
D 
H Hölder 不 等 式 可 得 
d 
zlluəlly + |lAu2||2 < noo (1.4.26) 


注意 到 wa € X2 = L?(D) — Xi, 再 利用 Poincaré 不 等 式 得 到 


llAus||?2 > Aw+alluall?. (1.4.27) 
由 假设 (H2) 可 知 , 存在 正常 数 de 和 正 的 连续 函数 和 do(giw) 满足 
|9(bo z, w)| < də|u|P 1 + dio (z). (1.4.28) 


由 (1.4.26) ~ (1.4.28) 可 得 
d 2 2 2 p—1 2 
glll t An+illually < > |g(@,o, z, u)|“dz < el + dio (0,o)] dz 
<f [dis lu o7? + diadio(9vo) dz. 
D 
于 是 
d 
zy 十 AN+illuzlly € dn A luf??? dz + dao2|D| dt (0w). (1.4.29) 


342 < p < +00,n < 2, R2 < p < 25n > 3i, H Sobolev RAEM, 存在 正 
常数 d 满足 
Padns adu? 
D à 
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注意 到 B(w) 是 一 个 吸收 集 , 因而 存在 一 个 有 界 正 数 M (o), 4 t > tg (o) BY, 


J Ju]? ?dr < J [u]? de < d(||ul|y)""" < M(w) < co. (1.4.30) 

D D 

H (1.4.29) 和 (1.4.30) 可 知 

Stall + Awsalluall?: < dis Mo) + dha| DIa (Ow). 

利用 Gronwall 不 等 式 得 到 

t 
llull}, «e^ =o lulto) + f e r0) dy, M (w) + dis D|dio(8,7)]ds 

to 


«ewe uro), + iM Gr. oes] 
N+1 


t 
+ diə|D|e wie J di (0sw)e ^ *1*ds. 
—oo 


对 任意 的 e > 0, 记 
8duM(o) 1 8w) 
> ————— = ANS 
ÀN+1 z ei , t (w) to + AN41 In ee? 
WW 341 > t*(w) Bf, 
2 2 t 2 
e ^w (t-to) 2 (w) < = mw) < 2 tp) f d2,(0,0)e ^" *1*ds « m 
8 ANA 8 MN 4 
& gg? 3e? 
IlQull%; =l < — + S + A, 


因此 , 对 任意 的 。 > 0, 存在 LD) 的 有 限 维 的 子 空间 X, MEA t (o) 使 得 当 t > 
t*(w) BJ, 
y — P)S(t, 0-.w)B(6_w) < e, 


于 是 , 9| 3 1.4.17 得 证 . 口 

定理 1.4.10 假设 (Hl1) ~ (H3) RL, 则 方程 (1.4.20) 的 解 生 成 的 强 弱 随机 动 
A RR {S(t, w) }e>0wen Æ Hy (D) 中 存在 弱 的 随机 吸引 子 . 

证 明 由 引 理 1.4.9 和 引 理 1.4.17 可 知 , 随机 动力 系统 {S(t,w)hz0,wen 是 w 极 
限 紧 的 , 并 在 AG 中 存在 一 个 有 界 的 吸收 集 . 根据 定理 1.4.6 的 假设 , 下 面 只 需 证 明 
随机 动力 系统 是 强 弱 连 续 的 即 可 . 由 强 弱 连续 随机 动力 系统 的 定义 及 引 理 1.4.15 即 
可 知道 {S(t,w)}s>0,wen 是 强 弱 连续 的 随机 动力 系统 . 口 

附注 (1) “n = 1 2 时 , 对 任意 的 p > 2, 随机 动力 系统 {S(t,w)}i>0,wen 关于 
PVE uo 是 连续 的 . 此 时 弱 吸 引子 和 正常 的 随机 吸引 子 是 一 致 的 . 
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(2) 当 n = 3 时 , 对 任意 的 2 < p < 2%, MPLA ASE {S(t,w)}r>0wen ds 
4B uo 是 连续 的 . 
下 面 的 定理 揭示 了 L2 (D) 中 随机 吸引 子 Alw) 和 Hà (D) 中 随机 吸引 子 Alw) 
关系 . 、 

定理 1.4.11 Alw) = A(w) fe A(w) RR HO (D) RAE L?(D) PHAR 
集 . . 
证 明 由 定理 14.10 可 知 , YE H) 的 随机 吸引 子 .4(w) 是 一 个 紧 的 随机 集 ， 
由 Sobolev # A XE X nÍ 3, 随机 吸引 子 .4(w) 在 IL2(D) 中 也 是 一 个 有 界 随机 集 ， 
因此 , 随机 吸引 子 A(w) 按 照 - || ia 范 数 吸引 Z2(D) 中 的 有 界 集 .4(w). 再 由 随机 
吸引 子 的 定义 可 知 c 


Aw) = [) U S01) A@_-w) = AW). 


s20t2s 


从 而 定理 1.4.11 得 证 . 口 
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关于 具有 动力 学 边界 条 件 的 随机 抛物 方程 的 动力 学 性 态 的 研究 的 文献 较 多 , RT. 
参阅 文献 [2-4] 及 其 参考 文献 等 . 

关于 地 球 覆 盖 物 流 的 研究 着 重 于 研究 高 黏 性 流体 的 热 对 流 , 对 于 热效应 起 本 质 
作用 的 不 可 压缩 流体 中 流 的 动力 学 描述 中 , 非 牛 顿 -Boussinesq 修正 方程 是 一 个 合 
理 的 模型 03. 这 一 节 研 究 具 有 动力 学 边界 的 非 牛顿 -Boussinesq 修正 方程 


a + (u: V)u+ Vp= V. T(e(u)) - e0 + f -un(t, (x,t) € D x Ry, 


V-u=0, (z,t) € D x R4, 
u=0, (z,t) e Tx, 


00 — 
Qc + (u: V)0 — A0 = g + w(t), (z,t) € Dx Ry, (1.5.1) 


at = +b (t), (z,t) ET x R+, 
u(0) = uo, 0(0) = bo, 


HK pau = u(x,t) = (ul,u?) RRAN EA LAR BAPE AER A Dt AS A BE, 
SALT PRÉC p XO EGR, 0 DURS, 非 线 性 本 构 关 系 r(e(u) = —2uiAe(u) + 2uo(e + 
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leB Ei j= 1,2, e = eu(u) = 让 路 + 92). nom, o, e ABIL RAF ER 
压强 的 参数 , 总 假设 yo > 0,m > 0,6 > 0, a € (0,1). 

先 定义 函数 空间 . 4 L2(D) = (L?(D))? x L2(D), 其 上 的 内 积 和 范 数 分 别 为 

(= (Jury + zz + Gre [VIP = (V,U), VU = (u, 6,67). 
再 定义 一 个 包含 边界 条 件 和 自由 散 度 条 件 的 函数 空间 
V = ((u,0,0r) € (C™(D))? x C™(D) x C°°(D) : divu = 0). 
类 似 于 文献 [2], 定义 
H) = {(u,0, 0r) € (H) (D)? x H'(D) x H*(T)), 

Hep HiT) = T(H1(D)), 并 赋 以 范 数 lléll, 4 = infj.-ellulla:qpy. 关于 边界 算 
子 y 的 性 质 可 参阅 文献 [28]. A H UV X-T L2 WRA, VON VÉT H2 范 数 的 
闭 包 , V' 为 V 的 对 偶 空间 . 定义 


2 


_ /Oey(u) deyl) _ < / 8e;;(u) 8ei;(v) 


H Lax-Milgram 引 理 可 知 , A € £(V.V^) 是 一 个 等 距 算 子 , H 
(Au,u) = a(u,u), vuveV, A= PA?. 
S< HV x V — R 的 对 偶 映射 , x X —ARTERT b(u v, w) = < B(u,v), 
w>, 并且 
2 
bi(u, v, w) = > J: wise wide, bo(u, 8, p) = J saw pas. 
对 于 任意 的 ve V, 定义 连续 泛 函 N (u) X 
2 
< N(u),u >= 5 J 2uo(s + |e(u)|2) 7% ei; (u)e;; (u)dz, v € V. 
¿j=1 “D 
为 便于 讨论 ， 对 于 适当 光滑 的 u, 9, 0r, 定义 
一 KAb 


一 Ayu, 
Ad = š Aiu = —21,A , A 9,0 = , 
á i) se n omae (ast » 


_ Bi(u, v) (u V)v 
Bi, v) = | B> (u, 01) = (u š V)01 , 
0 0 
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则 具有 动力 学 边界 的 随机 非 牛顿 -Boussinesq 修正 方程 (1.5.1) 可 写成 抽象 发 展 方程 


du = [821 Au — B(u, u) — N(u) + e20]dt + un (t), 
dð = —u- VO + kA0 + to (t), 

dôr = —O40p — côr + h + w3(t), 

u(0) = up, 6(0) = o. 


beg N(u), S. 
F(¢) = 0 , R(¢) = 0 , %(0) =% = | b |; 
h 0 0 


则 方程 组 (1.5.2) 可 写成 下 面 的 发 展 方程 


dU + AUdt + B(U,U)dt + R(U)dt = F(U)dt + dW, 
U(0) = Uo € H. 


(1.5.2) 


4» 


(1.5.3) 
由 文献 [2] 的 引 理 2.2 可 知 , AF A, 和 4 都 是 正 的 自 伴 算 子 , 4 也 是 正 的 自 伴 算 
子 , D(4) = D(A1) x D(A5), E. 

(46,4) > Alle], À = min(m, p2). 


id Ornstein-Uhlenbeck 方程 
dZ + ÁZdt = dW (1.5.4) 


的 稳 态 解 为 2 = (z, zo, zr). 由 文献 [2] 的 引 理 4.1 可 知 


trg (K A257 1*6) = try (At 1/2+e/2 c As-1/2+e/2) < oo, 


E||Zi[ (a) = 1/2trn (AP? KAP?) < co, E sup |Z(8s)Il2, a) < e°. 
[0,7] 


作 变 换 V =U — Z(0.w), 则 方程 组 (1.5.3) 变 成 


dV + AVdt + B(V + Z(Ow), V + Z(04))dt + R(V + Z(6,0))dt 
= F(V + Z(0,w))dt, (1.5.5) 
V(0) = v € H. 
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5|341.5.1 随机 非 牛顿 -Bousinesq 修正 方程 (1.5.5) 的 解 生成 一 个 连续 的 随机 
HARK o. 

WEBB 可 以 利用 经 典 的 Galerkin 近似 方法 证 明 解 的 存在 性 , 这 里 只 给 出 证 明 
思路 . 设 算 子 4 在 了 上 的 特征 函数 (e; 94 组 成 的 正 交 基 , H, = span{ei,:… ,en}, 
P, 是 相应 的 投影 算 子 , 考虑 Galerkin 近似 方程 


dV, + AVndt + B(V,, + PAZ(6,), Vn + P,,Z(0,))dt + R(Vn + P4Z(04))dt 4 
= F(V, + PAZ(0,0))dt, 


该 近似 方程 存在 唯一 的 整体 解 Va (t, tow), 其 轨 线 在 连续 函数 空间 C([0, T], Hn) (P. 
注意 到 Galerkin 近似 方程 的 解 的 集合 (V, ) «ew TE L?(0, T, H) (1 C ([0, T)]; V^) FAB 
对 紧 , TE, 其 极限 函数 V(t,to, Vo, w) 满足 方程 (1.5.5). 进一步 , 可 以 证 明 (t, to, Vo, 
w) € L**(0, T; H){)L7(0,T, V). | 

注意 到 Galerkin 近似 方程 的 解 Vn (t, to, w) 是 可 测 的 , 因此 ,方程 (1.5.5) BUR V (t, 
to, Vow) 也 是 可 测 的 , FFA PU Vo 连续 . 因此 , 随机 非 牛 顿 -Boussinesq 修正 方 
程 的 解 确 定 了 一 个 随机 动力 系统 :RxQ x H — H. 证 毕 . D 

5|381.5.2  3E4F-3i-Boussinesq 修正 方程 (1.5.5) 定义 的 随机 动力 系统 更 Ze H F 
存在 一 个 随机 吸收 集 C(w) = Bu (0, p(w)), 其 中 


0 
p(w) = «f ef [IK Ils (02) Ald G (07w) + G2(0,w)]|dr. 


W BV = (v, 0,07) 是 方程 (1.5.5) 的 解 , Z = (z, ze, zr) 是 O-U 变换 的 稳 
态 解 . FAV = (v,0,0r) 与 方程 (1.5.5) ECAR, 写成 分 量 形式 


下 小 + 2(Asv, v) + 2(B) (v + 2(O,w)), v + z(Bo)), v) + 2N (v + (0w), v) 
-x($ + Zo (Giw))e2, v), (1.5.6) 
x: 
ale. eee + 2(Aod, 9) = —2(Ba(v + z(62), 9 + Ze(O.w)),9) + AF, Or). (1.5.7) ` 
先 考虑 第 一 个 方程 (1.5.6). 由 N(-) 的 定义 及 文献 [36] 可 知 
(N(u)u) >0, (Nu, Av) < lAo + cllulli, (1.5.8) 
(N(u), z) < 4noe  ltullv -lzllv, (1.5.9) 


于 是 


—2N (v + z(hw), v) = — 2N (v + z(01), v + z(01)) + 2N (v + z(O.w), z(0,0)) 
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<8puoe Ë ||v + z(6,o)|| - ||z(6,)|| 
<8poe™ 5 ||u|l||z(6,)|| + uos ` ||z(0,o;)||. 


因此 


a + 2(Aiv,v) 


| «ajo + z9(4w)||||vl| + 210 (2 (0s), z (0st), v) - 20s (v, z(8:w), v)| 
+ 2|(N(v + z(tw), z(81))| 
«K*||9ll? + = jel? + K*|[ze (8o) I + K*||2(0,)|l3r vll" + ell 
+ K§||z()ew)||2;1 + oe * Il (8w). 
4 Gy (Br) =K" [OPK lze (bw) "-51 vl 2p + KE 10) 07) [27s "Bio ° llo (Buen) ls 
则 当 a 充 分 小 时 ， 


|||)? 
dt 


由 Gronwall 引 理 得 到 


- [K*||z(8w)|l3n — Mlvll? < KFI? + Gr (Bw). (1.5.10) 


Ilut)? «elo [K* llz(esw)ll5a 一 as|lw( 0)||? + +f G3 (Ggw)els K" ll (9I Adr gg 
ZI KEJ Zes [E Ma (0 Ili 47 dg 
0 


接 下 来 讨论 方程 (15.7). 对 于 充分 小 的 s > 0, 直接 计算 可 得 
p 2(A29, 9) 
<2|(f,)| + 2lbo(v + 2(B), zo (Oe), 9) K* + Kol} 20 (8n) s? 
+ K*(llzo (9e) 2 llz (82)? + ellln 
4 令 G2(01w) = KE + K*®(||z9(0.w) g2 )2||z (6.0), 则 有 
2097 | xt, op. Kol < Ke+ Ke(llollllzo O12) s72)?-+Go(Ouw). (1.5.11) 
利用 Gronwall 引 理 可 得 
I9. of & f eNd 
0 
t t 
<K* / e^Xt-9 lll? lza (0,)][25.ds + J eAt-9) G3 (0,w)ds + e“24||(0,9.)||2 ds 
0 0 
e^ (9,9,)(0)If* 
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注意 到 , [UI]? = lloll? + ||(8,ór)|Ë, 因此 , 当 s 充 分 小 时 ， 
d||U | XE (K*||z(9 2 — MIU 2 KIIU 2 
a yo) fs — AY + KC Wr 
<K*(\|v}}}}29(A2w)} IF + (G1 (812) + Ga (Bz). 
由 Gronwall 不 等 式 可 得 
lU I? «efs listes -Adr ( Ke||U (0)||2 


t 
+ n K*e- SEKURO -Ndr IG (8,0) + Ga(8,u)]ar). 
0 


类 似 于 文献 [2] 的 引 理 5.2, 由 Birkhoff 遍历 性 定理 可 得 


elK Hae) Adr y eBIK Iz (0) || —Alt 


«oo, 上 一 coo. 
因此 
0 
p(w) = x Í efe lE Iz (0721 -Alde iG (6-0) + G2(6,w)|dr < oo. 


Wj C(w) = By (0, pw)) 是 随机 动力 系统 的 一 个 吸收 集 . 口 
引 理 1.5.3 Ow) 是 随机 动力 系统 现在 互 中 的 是 一 个 吸收 集 , 则 Bw) = $(1, 
6_iw,C(9_liw)) 是 瓦 中 紧 的 吸收 集 . 
证 明 只 需 证 明 系 统 的 解 V 在 V 的 了 H! 范 数 有 界 , AAA V RRA BIL? HE 
可 得 到 紧 性 . 为 此 , 用 AV 与 方程 (1.5.5) (EL? 内 积 后 得 到 


(= Av) + (AV, AV) 
X|bi(v + z(Ow), v + z(61w), Arv)| + Jbo(p + Zp (Aw), v + z(04), Aop)] 


+ N(u + z(6w), Av) + ((p + Zp(Ow)e2, Arv)| + (f, A2 Z4)]. 
由 不 等 式 (1.5.10) 可 知 
-N(v + z(u), Avv) < |All + ello + 20w). 
由 文献 [2] 的 引 理 5.5 可 得 
awe 4. (au, AU) 
SK” |o + z(8«2)Il* - llo + z(0w)lr + ll Asl +F Mln 


+ egl|8 + Zo(£«)ll - llo + z(6ve)||[#a > l1Aa8lLars + ello + z (02) 
+ ||? + Zo (Bw) || - lvl] + [IF Il - || A2Z,(6)ll. 
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由 Poincaré 不 等 式 可 得 


dllvlly 
dt 


< (Ai (Gow) + KSllvIP loll IVY + KS11U I + Ho (8:2), 
其 中 


Hy (bw) =Kj||z(O.w) Ifa + K5||20 (820) [a 

+ K$llz(92)l? - ||2(Ow)|[3n + KGl|Zr(Oe~)||3, 
Ho (8w) =K] + K3||z(Ow)|lén > Ilzo (Ow) lore 

+ K§\\zo(@ew)||? + Kille (0s) Ix: - |lz(8e) fora 


类 似 于 引 理 1.5.2 的 讨论 可 以 证 明 , 当初 值 Vo = (uo, 09,69) 取 值 于 有 界 集 时 , HX 
献 Ë] 的 附注 5.3 和 附注 5.4 可 知 , U € L®(0,T; H), 并 且 U € I2(0,T;V). H 


此 T lol - Ilolla < co。 由 一 致 Gronwall 不 等 式 可 知 , ° U(0) € C(9_1w) 时 ， 


B(w) = 9(1,0 19), C(9_1w) 是 五 中 紧 的 吸收 集 . 引 理 1.5.3 证 毕 . a 
由 引 理 1.5.2, 5| 38 1.5.3 和 定理 1.5.1 可 得 到 下 面 结论 : 
定理 1.5.1 随机 非 牛 顿 -Boussinesq 修正 方程 (1.5.5) 在 王 中 存在 唯一 的 随机 
吸引 子 . 
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第 2 章 ”随机 部 分 耗 散 系统 的 随机 吸引 子 与 不 变 测度 


这 一 章 研究 随机 部 分 耗 散 系统 在 高 斯 白 噪 声 驱动 下 的 动力 学 性 质 , 主要 研究 其 
在 有 界 区 域 上 的 随机 吸引 子 的 存在 性 和 Hausdorf 维 数 估 计 以 及 遍历 性 , 然后 研究 
其 在 无 穷 格 点 上 的 随机 吸引 子 的 存在 性 和 随机 稳定 性 . 关于 无 界 区 域 上 随机 部 分 
耗 散 FitzHugh-Nagumo 方程 的 随机 吸引 子 , 读者 可 参阅 文献 [34]. 


2.1 随机 部 分 耗 散 系统 


随机 部 分 耗 散 系统 的 一 个 典型 例子 就 是 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 


dv(t) = (Bu — ov)dt + v(z)dW»(t), zE D, (2.1.1) 


du(t) = (Au + h(u) — av)dt + 6(z)dWA(t), = € D, 
u=0, zEðD, 


其 中 Dc R^ 是 一 个 有 界 的 光滑 区 域 , h 是 -个 形 如 


2p—1 


h(u) = y` apu" 
k=0 

的 多 项 式 , a5, 1 < 0, p > 1, o, 8 2 0, o > 0, Wilt) 和 Wz(t) 是 相互 独立 的 双边 布朗 
运动 , ó(z) 和 %(z) 都 是 给 定 的 扰动 函数 . i 

系统 (2.1.1) 是 研究 沿 着 神经 元 电 脉冲 传输 的 Hodgkin-Huxley 模型 的 简化 方 
程 , 其 中 , 状态 变量 w(t,z) 表示 电势 能 , 状态 变量 v(t, z) 常 被 作为 恢复 变量 . 具有 部 
分 零 扩散 系数 的 系统 (2.1.1) 称 为 随机 部 分 耗 散 反应 扩散 方程 . 

关于 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 , 文献 [18] 研究 了 系统 (2.1.1) 初 值 问题 弱 解 
的 存在 性 , 但 没有 研究 解 的 正则 性 以 及 随机 吸引 子 等 问题 . 这 一 章 研究 随机 FitzHugh- 
Nagumo 方程 (2.1.1), 也 研究 更 一 般 的 随机 部 分 耗 散 系统 


> = Au h(Ow,2,u)+ f(0&o,z,u,v), z € D, 


=-ov+g(6w,2,u), z< €D, (2.1.2) 


dv 
ôt 
u=0, rc0D, 
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其 中 , Dc R" 是 一 个 光滑 的 有 界 区 域 , we Q, (Q, 7, P, (0,)xen) 是 一 个 度量 动力 系 
WV h:Qx Dx R—ƏR,f:Qx Dx R2— R,g: Qx Dx Ro REAM, XT h, 
了 和 9 的 假设 稍 后 给 出 . 

附注 (1) 系统 (2.1.1) 可 以 通过 随机 O-U 变换 化 成 系统 (2.1.2). 因此 , 先 研究 
随机 系统 (2.1.2) 的 渐 近 性 态 . 由 于 该 系统 是 部 分 耗 散 的 , 给 研究 带 来 一 些 困 难 , 解 
算 子 缺乏 紧 性 (确定 性 系统 也 存在 这 一 困难 ), 随机 系统 的 解 算 子 的 可 测 性 的 证 明 


等 . 口 
(2) 需要 指出 , 把 本 章 研究 的 (2.1.1) 和 (2.1.2) 的 Dirichlet 边 值 条 件 换 成 Neu- 
mann 边 值 条 件 , 结论 也 是 可 以 类 似 证 明 , 读者 可 自己 证 明 . 口 


(3) 如 果 f (04, z, u, v) = 0, 那么 系统 (2.1.2) 的 第 一 个 方程 可 以 从 第 二 个 方程 
中 解 夭 , 因此 , 这 一 章 给 出 的 方法 对 下 面 的 随机 反应 扩散 方程 也 是 成 立 的 : 


at (2.1.3) 


os = Aut+h(@w,z2,u), rE D, 
u=0, rc8G8D, 


其 中 满足 系统 (2.1.2) 的 同样 的 假设 条 件 . 系统 (2.1.3) YE L2(D) 中 生成 一 个 随机 
动力 系统 , 并 且 存 在 随机 吸引 子 . 可 参考 文献 [11] 关于 系统 (2.1.3) 的 随机 吸引 子 
的 研究 , 此 时 的 区 域 也 是 非 光 滑 的 . 口 

称 一 个 可 测 函 数 C : 9 一 RR 有 连续 轨道 , 如 果 对 每 个 we Q, C(t) := Chw) X 
Tte RR 是 连续 的 . 


2.0 随机 部 分 耗 散 系统 的 随机 吸引 子 
这 一 节 先 研究 随机 部 分 耗 散 反应 扩散 方程 


> = Au+h(0o,z,u) + f(@w,2,u,v), ze D, 
= = —ov + g(hw, x,u), z € D, (2.2.1) 
u=0, ZEDD 


随机 吸引 子 的 存在 性 , HF D c R" 是 一 个 光滑 的 有 界 区 域 , w € Q, (Q, F, P, ter) 
Jé—/ HEREZIJI EE, h: OxDxR— R f: QxDxRxR— R,g: QxDx Ro RAE 
是 Borel 可 测 的 , 并 且 满 足下 面 的 假设 : 

(HR-0) 对 每 个 w_ € Q, h"(t,z,u) := h(Ow, 2, u) KF (t, z) € Rx DEH, X 
Fue RAM, f"(t,z,u,v) := f(Eio,z,u,v) KF (tz) € Rx DER, XT uve 
REJA, g” (t,x, u) := g(Ow, 2, u) KF (t, z) € R x DER, 关于 ve RDM 
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(HR-1) 存 在 正常 数 c1, 61, pi, pi >2 和 具有 连续 轨道 的 CF, B(R)) 可 测 函数 Ca (-) : 
Q — R, 使 得 
h(o,z,u)u < =s [ul +O (o), Wenn, rED, ueR, 
h.(o,z,u) SG, Wen, z€D, ucR, (2.2.2) 
及 对 某 个 mi > 1 MRA o € Q, 4 [t] — oo B$, 
Cilh) ， 
E 
(HR-2) 存在 正常 数 c2, 52, po, 0 < pz < pi — 1 H 2p < pi 和 一 个 具有 连续 轨道 
的 (F, B(R)) 可 测 函 数 C,(.) : 2 一 RR 使 得 


If (o, z,u,v)| € co(lul?? + ||) --Co2(w), Wwe, z€ D, uvcH, 


(hu(w, z, u) + fulw, x, u,v) EF + folw, z, u, v)&x£o < Z(E? + £2) (2.2.3) 
对 每 个 we Q, 对 z € D, u,v € R, (&,£2) € R? 及 对 某 个 maz > 1f w e Q, 
24 |t| — oo Bf, 
Co(0,w) 50 
ima 
(HR-3) 存在 正常 数 cs，z 和 一 个 具有 连续 轨道 的 (下, B(R)) 可 测 函数 Cs(.) : 
Qo RW E: 


lgu(w, z, u)| < C3) lgz, (w, z, u)| < é3|u| + C3(w), Vw € Q, r€ D, UE R, 
BITES ms > 1 MBF o € 9, 4 [t] oo B$, 
Cs(0,0) ENS 
tma 


附注 (1) m = max(mi, mo, ma). 则 对 于 i = 1,2,3,0 € Q, 34 [t| — oo Bf, 
一 一 一 一 0. (2.2.4) 


不 失 一 般 性 ， 总 假设 mı = mz = n3. 
(2) 由 假设 (HR-1) 可 知 , 存在 一 个 正常 数 & MARA ERIE (F, B(R)) 可 
测 函数 Č (): 9 一 五 满足 


Ihlw, zu 乏术 lv 并 +C(w)，voesQ，zreD，weR， (2.2.5) 


Ci (0 
cule) o, lt] +00, Ywen. 
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(3) 如 果 fu(w, a, u,v) LAAN, f(u, r uv) EARR, 则 由 条 件 (2.2.2) 可 
导出 条 件 (2.2.3) 成 立 , 而 条 件 (2.2.3) 在 实际 中 是 很 自然 的 条 件 . o 

下 面 先 利用 一 般 随 机 动力 系统 的 随机 吸引 子 存在 的 定理 证 明 系 统 (2.2.1) 存在 
随机 吸引 子 . 先 证 明 系 统 (2.2.1) 在 D2(D) x L2(D) 上 关于 (Q, £, P, {0 her) ERE 
机 动力 系统 {S(t,w)}, 然后 再 证 明 {S(t,w)} 存 在 随机 吸引 子 , 为 此 , 需要 克服 系统 
(2.2.1) 的 解 算 子 的 可 测 性 和 渐 近 紧 性 的 困难 . 

为 了 证 明 系 统 (2.2.1) 的 解 关 于 w e Q 的 可 测 性 , 先 在 集合 3 中 考虑 由 函数 (h, f, 
9) 表示 的 一 簇 部 分 耗 散 反 应 扩散 系统 


— = Au + h(t,z,u) + f(t,z,u,u), z€ D, 


= —ov + 9(t,z,u), z€ D, 20) 


=0, zcOD, 


其 中 加 和 o 与 系统 (2.2.1) 中 的 假设 一 致 . 假设 2 是 所 有 满足 下 面条 件 (HR-0)” ~ 
(HR-3)' 的 函数 的 (h, f, h) 的 集合 , 其 中 

(HR-0) X48 (h, f, 9) € Y, h(t,z,u) KF (t. z) € R xD 是 连续 的 , X-Fuc 
是 可 微 的 ，f(t,z,u,v) 关 于 (t,z) € Rx DERN, X Tuv € RAWAM, 
g(t,z, u) KF (t, z) € Rx DER, XF u c RR 是 可 微 的 . 

(HR-1)' 对 每 个 (h, f, 9) € Y, 都 存在 一 个 连续 函数 Ci(.) : R — RIE 


h(t,z,u)u < -cilu + (t) Vt€ R, reD, ucR, 


gl? ss 


e 


ha(t,z,u) < à, vte R reD, ucR, 
K 


|t| — oo, 
RP c), & 和 mi 与 (HR-1) 假设 相同 . 

(HR-2)' 对 每 个 (h, fh) € y, 都 存在 一 个 连续 函数 C2(-) : 一 R, 对 每 个 € R, 
z€ D, u,v € R, (&1, £2) € R? 都 满足 


| (t, £, u, v)| < co(|lu|P? + |v|) + Ó (t), vte R z€D, u,vER, 


(hu(t, x, u) + fult, x, u,v))€? + folt, x, u, u) € < T(E? + E3), 
Ó, (t) 
tma 
其 中 cz, G2 HI m2 5; (HR-2) 假设 相同 . 
(HR-3) 对 每 个 (h, f, g) € Y, 都 存在 一 个 连续 函数 CS) : R — RW E 


[Gult, x, u)| € c3, |g=, (t, z,u)| < &|u| +C3(t), Vte R, zeD, ucR 


— 0, [t| 一 oo, 
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及 I 
Ca(t) . 
ima 
其 中 cs, 53 Il ms 与 (HR-3) 假设 相同 . 
显然 , 对 每 个 € Q, (h°, f”, g”) e y. 
定理 2.2.1 对 每 个 下 := (h, f, 9) € Y, 对 任意 的 (uo, vo) € L2(D) x Lo(D), 任意 
fj to, T € R, T > 加 ,方程 (2.2.6) 都 存在 唯一 的 弱 解 (ult; to, F, uo, vo), v(t; to, F, uo, 
v9)), (u(to; to, F, uo, vo), v(to; to, F, uo, v0)) = (uo, vo), u(;to, F, uo, vo) € (C([to, T], 
L2(D)) MN La((to. T], Hà(D)) N Lp, (to. T], Lp (D))), u(;; to, F, uo,vo) € C([to. T), 
Lo(D)), 且 对 所 有 的 t > to F € y, HAT [Lo (D) x Lo(D) 3 (uo, vo) > (u(t; to, F, uo, 
vo), u(t; to, F, uo, vo)) € D2(D) x L2(D)] 是 连续 的 . 
WEB] 用 类 似 于 文献 [19, 命题 1.1 和 [21, 定理 3.1] 中 关于 自治 反应 扩散 系统 
的 证 明 方 法 得 到 弱 解 的 存在 性 . n 
接 下 来 证 明 解 (w(t;to, F, uo, vo), v(t; to, F, uo, vo)) KF F WERE, 为 此 , 需要 
引进 下 面 的 Banach 空间 . 对 任意 给 定 的 T > 0, 


0, |t| — oo, 


AA (T) ={i., .,-) € C((0, T] x D x R, R) : 
J| siu) <o}, ^ (227) 


ll: sup 人 
(7) tE[0, T], 7€ D,u€ R 1 + [uji 


M2(T) ={ Fl -,-) € C([0,T] x Dx Rx R, R) : 
ACEA ) < oo], (2.2.8) 


flle) := su 
I at?) Pelr oe Pie (s T [u|P2 + |v| 


Ma(T) - (st. . J) e C({0, T] x Dx R, R) : 
Ee. « oo], (2.2.9) 


eor Poer, 1 + |v| 
其 中 pi 与 pz 分 别 与 (HR-1) 和 (HR-2) 相同 . 

FK, < -,- > 表示 Lo(D) SAMAR, |- Æ LD) 中 的 范 数 ， 对 于 给 定 
的 we H'(D), lullv := (X lg IP). e; & C,() R > R(i = 1,2,3), Æ 
中 pi, pz 与 (HR-1) ~ (HR-3) 的 假设 一 致 . ‖ llo) (p > 1) &8 LD) 中 的 范 数 . 
于 是 有 

定理 2.2.2 ÈT > 0, (uo, vo) € L2(D) x La(D). (u(T;0, F, uo, vo), v(T;0, F, 
uo, vo)) € La(D) x La(D) XT F := (À, f, 9) 'P4& Mi(T) x Mo(T) x Ma(T) 的 拓扑 
连续 . 


Illma) := 
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证 明 给 定 T > 0, F, = (bi, fidi) € AA (T) x Ma(T) x Ma(T), (uo, vo) € 
L2(D) x Lo(D). 则 有 如 下 断言 : 
断言 1 telo, T, F = (h, f, 9) € Mi(T) x Ma(T) x Ma(T), H IF- 
F.|| (x Matryx Macr) S S B$, ||u(t; 0, F, uo, vo)|| + ||v(t5 0, F, uo, vo)l| AF. 
事实 上 , 令 (u,v) := (u(t), v(£)) := (u(t; F), v(t; F)) := (u(t; 0, F, uo, vo), v(t; 0, F, 
uo, vo)), t € (0, T], WA 
2:5 ull? + lull?) + lull? + elo? 
= < h(t,z,u),u >+ < f(t,z,u,v),u >+ < 9(t,z,u),u > 
= <h(t,z,u),u >+ < J.(t,z,u,u),u > + < ñi(t, z, u), u > 
+ < h(t,z,u) — hi(t,z,u),u > + < f(t,z,u,v) — filt,z,u,v),u > 
+ «g(t,z,u)— (t, x,u) v >. . (2.2.10) 


由 条 件 (HR-1)' ONUS 可 知 , 存在 依赖 于 的 Ci(:) G = 1,2,3), 使 得 对 任意 
的 5 > 0, 


< hi(t,z,u),u > < -a f jude + Ó, (0) Í |u|dz, 
D D 
|< At, z,u, v) u > | < af ([u|P2 + Ju] - [v|) dz + Catt) f lulaz 
D D 
«af tas + Š f vds + | az st) f |ulaz, 
D 6 D 4 D D 
| e3 tau) v |< af, (jul ohie ós( f lolaz 
. D 
y : 
<32 | ase S f a+ f fas S10) 
H ||F — Fill va (xA (Tx Aa (T5 S c1/2 可 得 
|< A(t,2,u) - atm) > | < f ju + jude 
D 
EV f |ulas S JH lu?! dz, 
Le Flea) c ficu. vicu s [e s. n ee 
e E = p2+1 
: $ [ne > :fu di 
c 2 ó 2 
+ an u“ dz + i f» dz, 


E = away > [« S [na + luas 
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ó c c? ó 
< 2 1 1 2 < 2dz. 
IK dx + |D] + $ A ds | v dz 
于 是 
ld 2 2 2 2 
>q lel + Hell) + llully + ollel 


< Í jude + (Cx(t) + Cal) +o) f |u|dz + «(4234 8) f war 


>) p2+1 66 2 CHC t) 
+ (ats NAT dz + M ior (Ge 5 |D]. (2.2.11) 


Sq, q2; q3 2 1 分 别 满足 去 L =1 
不 等 式 得 到 


242 =1, 2H 4+4 =1. 再 由 广义 Young 


(Cit) + C2(t) +c) A lulda < x f, lu dz + CO ERO tale 


(44444) f vu 2 Sf tupac + GE p, 


ID|, 


ó qa 6 2+pi)qa /Pi 
e patign < UR t 9 f up (c2 + c1)” 
(o + 2) f l tide < FEO || lula + esr Pl- 
于 是 
了 (ul + lloll?) + {hull + ollo? 
ai ó 
<(-$+ 22 emp |u|P* dz + SI u2dz + C(t,6), (2.2.12) 
其 中 
ô) 
n , GO " (Cs (t) + Co (t) + c)? itr)", (ara? py 
4 5 qua /P1 T gói ron/n g36(P2+1)ga/p1 IDI. 
取 5 > 0 充分 小 使 得 Oe ; 
OQ M TPN Qu. P9 ar. 
2 n 4 
成 立 . WA 


3 (ul + lloll) < Ct (t5). 


FE, MF te [0, T|, RRA F = (h, f,g) € M(T) := Mi(T) x M2(T) x Ma(T), 
IF —Fillacry < 2, 都 有 


t 
lu 人 es F)|? + llot; P)||2 < |Juoll? + livoll? +2 f C; (t, 5)dt. 
0 
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因此 断言 1 成 立 . 

由 断言 1 的 证 明 直 接 可 得 到 下 面 的 断言 2 成 立 : 

断言 2 对 于 给 定 的 (wo,vo) € Le(D) x L(D), P, = (a, fu di) € Mi(T) x 
M2(T)xM3(T), 34 t € [0, T], F = (h, RES Mi(T)x Ma(T) x Ms(T), 且 满 足 ||F— 
Film (r)xMa(r)xMa(r) < 2 Bf, J j^ |u(t; 0, F, to, o) dade, | ji |v(t; 0, F, uo, 
vo)|? dzdt 都 有 界 . 

接 下 来 ,对 于 给 定 的 T > 0, (uovo) € L2(D) x L2(D), Fi = (hifi 81) 
Fa = (ha, fa, 52) € M1(T) x M2(T) x M3(T), ||, — s| (yx Ma(r)x Aa (n) < S 
令 (ui, vi) := (ui(t), vi(£)) := (uilt; Fi), v(t; Fi)) := (u(t; 0, Fi, uo, vo); v(t; 0, Fi, uo, vo)), 
i 二 1,2, t € (0, T]. W (ui — us, vi — v2) 满足 下 面 的 方程 


Pin — w) = A(ui — ug) + (hi(t,z,u1) — ha(t, z, u2)) 
HA, z, mim) — falt,2,u2,02)), (2.2.13) 
Oe =v) = —ø (vı — v2) + (ğı (t, z, u1) — Go(t, z, u2))- 
因此 可 得 
ld " š z 3 
zal“ — ual|* + llur 一 azlly = < hí(t, z,u1) — ha(t, £, u1), ui — u2 > 


+ < ho(t, z, ui) 一 ha (t, z, uz), u1 一 u2 > 
+ < A (t, z, u1, Vi) — fat, T, u1, 1), U1 — uz > 
+ < fo (t, T, u1, v1) 一 folt, T, U2, 02), U1 一 U2 >, 


ld " = 
zg iz v3]? 十 cllwa 一 vj|? = < gilt, z,u1) — ga(t, z, u1), v1 — v2 > 
T« G2(t, x, ui) 一 92(t,z,u2),%1 — v >. 


注意 到 


[< 下 人 mn) 一 pathaajua-ua>|s< llalla f QE [ui 77) (ui —ua|)dz, 
D 


| < filt, z,u1,v1) — fo(t, x, U1, v1), ul — ug > | 


&IÁ = fle f hal + uus — ual), 
K 
| < Galt, 2,12) — Bolts n) m — v2 > | < |à — nlla f (1+ aD — vids. 
由 假设 (HR-1) —(HR-3)' 可 得 


< ha(t, T, ui) m ho(t, T, u2) + falt, T, u1, v1) = fo(t, z, u2, v2), U1 — u? > 


66 第 2 章 ”随机 部 分 耗 散 系统 的 随机 吸引 子 与 不 变 测度 


<C2 f (Ga — ua)? + (v — v2)?)dz, 


| € Ga(t, x, u1) — ĝ2(t, T, u2), v1 — v2 >| < es ftw — ua[)(Ivi — val)dz. 
HER, 由 断言 1 和 断言 2 可 知 , AERP, iJ ch > 0 和 C3(:) € C((0, T], R+) 使 
得 对 于 te (0, T], 都 有 
d 2 2 I 
aj ls — wall” + llv — val) 
<3 (llui — uə||? + lvi — vall?) + C(O Fx — Fallen cry Ma (T) Ms G): 
这 表明 
t 
lus (t) — ua (£)]? +v: (t) ^2 (ON < |F, — Falle (7) Ma(T) x Ma(T) f e 79; (s)ds. 
因此 , 24 (Ly — Foll us eryx atr) x Mar) 081, 
[|ui (T; F1) — u2(T; F2)? + ]|va (T; Fi) — v2(T; F2)? — 0. 


定理 证 毕 . 日 

现在 考虑 原来 的 方程 (2.2.1). 对 任意 给 定 的 we Q, FY := (h", f", g7) e y. B 
此 , 对 任意 的 (uo, vo) € D2(D) x La(D), (u(t; to, F”, uo, vo), u(t; to, F”, uo, vo)) 是 方 
F (2.2.1) 的 唯一 弱 解 , 并 满足 初 值 条 件 (u(to; to, F2,uo,uo),u(to;to, F^, uo, vo)) = 
(uo, vo), 记 为 (u(t; to, w, uo, vo), v(t;to,w, uo, vo)). `M to € R, t >to, € Q, (uo, vo) € 
L2(D) x Lx (D), & 


U.,(t, to)(uo, Up) = (u(t; to, wW, UD, Up), u(t; to, wW, up; vo)) . 


注意 到 
U. (t, to)(uo, vo) = Utolt — to, 0) (uo, vo), (2.2.14) 


U, (t, t2) ° U, (ta, t1)(uo, vo) = U.(t, t3) (uo, vo). (2.2.15) 
令 
S(t,w)(uo, vo) = U,(t,0)(uo,vo); t20, wen. 
由 假设 条 件 (HR-0) ~ (HR-3) TA, 对 任意 的 we Q, T > 0, 有 
h"(.,-,-) € Mh (T), f"(.5 s °) € AA (T), rd OR) € M3(T). 


下 面 进 一 步 假设 
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(HR-4) 对 于 任意 给 定 的 T > 0, Mi(T,h) = (h9(,.,-) : w € Q}, Ma(T, f) = 
U"(55s):» € Q), FFA Ms(T,g) = (9"(,,) :we Q) 分 别 是 M1(T), Ma(T) 和 
M3(T) 的 可 分 离子 集 . 

定理 2.2.3 假设 条 件 (HR-0)~ (HR-4) 成 立 . 对 于 任意 给 定 的 t > 0, (ug, vo) € 
Loə(D)x Lə(D), S(t,w)(uo, v0) RF w THM, HH {S(t,w)} Æ D3(D) x Lo(D) PÆ (Q, 
F,P, (04)teR) 上 的 随机 动力 系统 . 

证 明 首先 证 明 对 任意 给 定 的 7 > 0, HU [o 3 w e (a) € Mi(T), 
[QD 3 w = f(a) € Ma(T)], [D 3 wr g(-,-,-) € M3a(T)] 都 是 可 测 的 .只 证 
BH [Q 3 w 5 Rh" (.,-,-) e Mi(T)] J&n Till Bg, 其 余 类 似 证 明 . 

由 条 件 (HR-4) 可 知 , 存在 序列 {hr} C AA: (T, h) 使 得 {he} EM, h) FER 
密 的 . 对 于 任意 的 > > 0, k > 1, id 


O(hk,r) = {w : |^? — hell (er) < r), 


O(hk,r) = {w : |h” — hil er) < r). 


只 需 证 明 O(hx,7) € Z Bn. 
注意 到 
O(hy,r) = USL, O(hy,r — 1/4). 


4 {ti}, {vi}, {ui} DHE [0, T], D fl R 3885 T4. 于 是 


|h“ (ti, s Tiz, tuis )| 


1 + [uig [Pa] eui. 


O(hsr -1/j) = Ni ai fu : 


于 是 ,对 于 每 个 > 1, O(hx,r — 1/j) € F, h(w,z,u) €T» e ?是 可 测 的 , 于 是 ， 
O(hk, r) € Z. RIE [Q 3 w h"(.,-,-) e M (T) EAT. 

接 下 来 , 由 定理 2.2.2 可 知 , 对 于 给 定 的 了 > 0 及 初 值 (wo, vo) € L3(D) x La(D), 
映射 [Mi(T)xAz(T)x 人 as(T) 3 F = (h, f, 3) — (u(t; 0, F, uo, vo), v(t; 0, F, uo, vo)) € 
L2(D) x L2(D)) 是 连续 的 , 因此 , Bi [Q 3 w — (HY, f”, g”) € AA (T) x Ma(T) x 
M3(T)] 的 可 测 性 可 知 , BRAT [Q 3 w 上 Uz, (t, 0)(uo, vo) € Lə(D) x D2(D)] AT WAY. 

由 定理 2.2.1 及 S(t,w)(uo, vo) KFw egQ 的 可 测 性 可 知 , BRAY [Rt x Ox D(D) x 
L2(D) 3 (t,w, uo, vo) + S(t, w)(uo, vo) € D2(D) x E9(D)] Æ (B(R*) x F x B(L2(D) x 
L2(D)) 上 关于 B(L2(D) x Lo(D)) 可 测 的 . 因此 , (2.2.1) 在 L9(D) x L9(D) € (Q, Z, 
P, (bjer) 生成 随机 动力 系统 S(.，): 


S(t,w) : L2(D) x L2(D) > L2(D) x La(D), 


S(t, w) (uo, vo) = U (t, 0) (uo, vo). 
因此 , 定理 得 证 . 口 
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定理 2.2.4 假设 (HR-0)~ (HR-4) 成 立 , 则 由 方程 (2.2.1) 生成 的 随机 动力 系 
#, (S(t, w)} Æ La(D) x Lo (D) 中 存在 有 界 的 回 拉 吸收 集 . 

证 明 首先 , 类 似 于 定理 2.2.2 的 证 明 , So > ONE 2 +2 = 1， 对 于 
给 定 的 7 € Rt, w € Q, 及 (wo,vo) € L2(D) x L2(D), W (u,v) := (u(t), v(t)) := 
(u(t; 6_-w, uo, vo), v(t; 0_ +o, uo, vo)). 


H Young 不 等 式 可 知 , 对 于 给 定 的 5 > 0, 有 


26 T 
TOL ET 
n luas < = f (upie ur IDI 


由 定理 2.2.2 的 证 明 可 知 , 存在 正常 数 0 < c* < S, 0 < 2* < 及 具有 连续 轨道 的 可 
pr dM 对 某 个 m* > 1, 都 有 


(ul + lull?) + Hill + ef ul? dz + c* (lul? + lvl?) < C* (61-7), (2.2.16) 


3 dt 
5 C* (Ow) 
tw 
a + 0, [t| oo 
Z. 
由 不 等 式 (2.2.16) 可 得 


IO Joe? +2 f 7*6 putas +22" Í «71679 Í luos 
Se (tual? + ll?) 2 Í e72 697 (0, do 
«e 2° (lluoll? + ||voll?) + 2 f TT et G-7- 90" (gsw)ds 
Ls 
«e^? (uoll? + lvo?) 4-267269 f T EO Ouu)ds. (2.2.17) 
Ls 
对 于 给 定 的 we Q, > 
r*(w) = 1+ 26° I i e2c *C* (Ow) ds. (2.2.18) 


对 任意 给 定 p > 0, o € Q, 4 ro(w, A > 0 满足 
e 2c To pp < 1. 
令 
B(p) = ((u,v) € La(D) x D(D) : lul? + lvl? < p?}. 
则 由 (2.2.17) 可 得 


Ue. (T, 0)B(p) c B(r* (w)), Yr 之 To(w, p). 
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因此 , 随机 动力 系统 {5(tw)} 存 在 一 个 有 界 的 拉 回 吸收 集 {B(r*(w))}. 口 
推论 2.2.1 (1) 存在 m* > 0 使 得 对 每 个 we Q, 都 有 


*(0 
val sw. Micron: 
im 


(2) 对 每 个 we Q, 存在 r*(w), Š t€ [r — Lr] 7 > rw), A 


e?" t5* (8. 0) < 1, 


Us_,w(t,0)B(r*(@_-w)) C B(r*(w)), Vte[r-1,+7], -727'(w) 


(3) 对 每 个 we Q, (uo, vo) € B(r* (8-rw)), t € [r — 1,7], r > 7° (w), r" (o) 5 (2) 
中 相同 ， 


t * 
/ e7?" (t-s) (5) ||2-ds < Li A 
0 


t * 
—2c*(t—s) pi r* (w) 
|: luto)? (pde < Z, 


r*(w) |D| 
me  2cq 


f e2 -9 ul) lds < 
0 
XT (u(t); v(t)) = (u(t; 9-70, uo, vo), v(t; 8 rw, uo, vo)), q2 > 0 满足 z + i = 1; 

(4) 对 每 个 w € Q, AET (w) 使 得 对 r > 7 (0), T*(-) 与 (2) 中 相同 , (uo, vo) € 
B(r*(6_,w)), 


+ 
|lu(s; 8, uo, vo)||?-ds < f* (w), 
T-1 


J (iuo os uo, vol Lo 0-12, uo, oo) )ds < F" (u), 
T—1 
J: ||u(s; -rw, uo; vo) |l7,,. (D) < f" (w). 


WEBB (1) 由 (2.2.18) 即 可 得 证 (1). 事实 上 , 对 某 个 m* > 1, 


C* (sw) 
Up = 0, |t| — OQ. 
(2) 由 结论 (1) 和 (2.2.17) 即 可 得 证 结论 (2). 
(3) 对 于 给 定 的 w € Q, (uo, vo) € B(r* (0-7), 4 (u(t), v(t) := (u(t; 0_rw, uo, 
vo), v(t; 0_rw, ug, vo)). 假设 7 > 7*(w) t € [r — 1,7]. 则 由 (2.2.17) 可 得 


i t-r 
2 f eol ds < =t (uol? + vol?) 277679 Í eC Oyu. 
0 —oo 
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由 (2) 可 得 
/ e 2€ 6-9 |u(s)| tds < rie 
0 2 

类 似 地 , 由 不 等 式 (2.2.17) 可 得 

t t-r 
22° f e-2c (79) ||u(s)|[P ds < «72^! (juo? evo] 267777670) f e?" *C* (0,0)ds. 

0 一 co 
于 是 


r* (w) 
2c* 


t 
| = ulg < 
0 


FR HACER (2.2.17) 及 重要 不 等 式 可 得 


8 8 = 8 
f eh) las < 2 fe ulas + p] Í et-s 
0 Di Jo q2 0 


r* (w D 
<) IDI 
pic* — 2c*qo 


(4) 由 结论 (3) RAB (2.2.16) 即 可 得 证 结论 (4). 口 
”下面 给 出 随机 部 分 耗 散 反应 扩散 系统 (2.2.1) 的 随机 吸引 子 存 在 性 . 
定理 2.2.5 假设 (HR-0)~ (HR-4) 成 立 . 则 由 系统 (2.2.1) 生成 的 随机 动力 系 
¥% {S(t,w)} Æ Lo(D) x La(D) 中 存在 随机 吸引 子 . f 
证 明 4 Kw) = B(r'(»)), AP r (w) IR (2.2.18) 一 致 . 由 定理 2.2.4 A, 
{K(w) }weo 是 拉 回 吸引 的 . 下 面 证 明 {K(w)}wen 是 渐 近 紧 的 . | 
注意 到 ww € Q, (uo, vo) € Lo (D) x L2(D), 


t 
u(t; w, uo, Yo) = voe ^" + J 9(0.o,z,u)e et ds, 
0 
其 中 := u(t; w, uo, vo). & 


t 
(usus) = Í g(O.w, x, ue? *—9 ds, 
0 


vo(t; w, uo, vo) = vo(z)e "7 *. 


TU S(t, w) 可 分 解 成 
S(t,w)(uo, vo) = Sı (t,w)(uo, vo) + Sa(t, v) (uo; vo). - 
其 中 
Sı (t, w)(uo, vo) == (u(t; w, U0, vo), v1 (t; wW, Uo, vo)), 


S» (t, w)(uo, vo) = (0, va(t; w, uo, vo)). 
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显然 , 对 任意 的 es > 0, 都 存在 r** > 0, 使 得 对 任意 的 r> 7*0 € Q, (uo, vo) € | 
K(6_,w), 都 有 下 面 结 论 成 立 : 


||S2(7, 0...) (uo, vo)|| < €. (2.2.19) 


为 证 明 {K(w)} 是 渐 近 紧 的 ,只 需 证 明 对 每 个 w € Q, 都 存在 H1(D) x HD) P 
HAASE B* (w) 使 得 当 r > 1 时 ,有 


S1(7,0 ) K (0...) C B* (w). 
注意 到 
t 
vı (t; 00, uo, vo) =f 9g(9。 rw; x, u(s; 0—rw, uo, vo))e 7 *- 9) ds. 
0 


断言 3 对 每 个 w es 9, 都 存在 i**(w), 使 得 对 任意 的 r > r (w), rw) 与 推论 
2.2.1 中 的 一 致 ，(wo,v0) € K(0_-w), 都 有 


' | 
1 llor (2; 0_7w, uo, vo)lI ds < F* (w), (2.2.20) 
T—1 


[tio os uo, v0) B=? ods < £162). (2.2.21) 


断言 3 可 用 类 似 于 文献 [19, 定理 2.2] 中 的 证 明 方 法 证 明 , 这 里 只 对 不 等 式 
(2.2.20) 给 出 证 明 . 

令 := u(t) := v1 (t;0_-w, uo, vo), wj := w(t) := 0j = 1,2,---,n. 
iiu := u(t) :— u(t; 6_,-w, uo, vo). Ww; 满足 下 面 的 方程 


ôt 
Wij (0) = 0. 


Ow; Ou 
— + cu; = gr; (tw, 2, u) + gu (btw, £, u) —., 
| : " ) + «(5 ) dz; (2.2.22) 


由 (HR-3) 可 得 


0 Ou 
9zi (61-70, z, u) + gu(0,—+u, T, x < cs | + Zalu] un C3(0,— 7), 
J 


Oz; 
即 存在 c$ 使 得 | 
1d c " du |? P 
zg lwl? ellw;lf? < gllwall? + e (NES NE 


(2.2.23) 
将 不 等 式 (2.2.23) M j = 1 到 m” 相 加 后 得 到 


d 
gr lil + elles < 2nc$ (lully + llull? + C$ (Aw). (2.2.24) 
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于 是 ,对 te [r — 1,7], 7 2 7* (»), A 
lo Ol < 2n Í «779 (uo) lI CQ 2) ds. 
再 利用 推论 2.2.1 可 知 , efe F*(w), 使 得 当 7 > rh (o) B$, 有 
[totas < ro) 


因此 不 等 式 (2.2.20) 得 证 . 

断言 4 对 每 个 w es Q, 都 存在 一 个 r**(w), 使 得 对 每 个 r > rlw) (r*(w) SHE 
论 2.2.1 的 相同 ), A llull? + Hox (7) < r** (w). 

事实 上 , 用 -Av 乘 以 系统 (2.2.1) 第 一 个 方程 两 边 , 并 在 D 上 积分 后 可 得 


Slb + lâu? = I h(Gew, z, u)Audz + I f (Bo, 2, u, v) Ada. 
根据 假设 (HR-1) ~ (HR-3) 及 2.2 节 附 注 (2) 可 得 
1d lulẹ +a 
< f MOi si |Auldz + 人 |f (6s, 2, u, v)| - |Aujdz 
< 人 区 3 / (čilu! 1 + C (G1w)) ?dz 
+5 I [Aude + 3 f (calu? + colol  Co(8e2) az 
<la +5 1 (Alu + Ó (0:w)) de + 5 Ë (calul?? + ealv| + Ca (8o) ^ dz. 
H + 2p; < p, WEEER S cz MRA EAI AY LE Ci (.) : Q 一 RE 
“lull? < e y (Juf??:? + |u|P:)dz + c L lo|2dz + Cz (vo). (2.2.25) 
结合 (2.2.24) 和 (2.2.25) 可 得 


d 
gr Ul + lelli) ed (llul (oy + Jul ee? oy) + 2esllelly + 2c5| |||? 
+ cillvil? + (2c3C3 (6:7) + C1(0,-,o)] (2.2.26) 
在 任意 区 间 [t r] 上 积分 不 等 式 (2.2.26) 得 到 
luly + Ilva Cv 


<llu(t)l|% + Ivi (9)||v + ei J (HIC, + lui oy) ds 
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+203 f ods +205 f llu(əlas+ a Í loas 
+2 f CH - ts + | C3 (05—)ds. (2.2.27) 
; t t 


再 在 区 间 [r — 1,7] 上 对 不 等 式 (2.2.27) 关于 t 积 分 后 , 由 推论 2.2.1 及 断言 3 可 得 ， 
FETE r** (w) 满足 
uD + lle DN < r**(o). 

从 而 断言 4 得 证 . 

于 是 , U, > S1(7,9_rw)K(9_rw) 是 三 (D) x H' (D) 中 的 有 界 集 , 因此 , È 
R Le (D) x Lo(D) 的 预 紧 集 . 再 由 (2.2.19) TA, (K (w)ueo) 是 渐 近 紧 的 . 

由 命题 1.1.2 可 知 , {Qk(.)(w)} 是 紧 的 拉 回 吸引 集 , 再 由 命题 1.1.3 可 知 , (S(t, w)} 
存在 一 个 拉 回 吸引 子 . D 


2.3 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 的 随机 吸引 子 
这 一 节 研 究 加 性 噪声 驱动 的 FitzHugh-Nagumo 系统 


du(t) = (Au + h(u) ~ av)dt + ó(z)aWA(t), “z e D, 
dv(t) = (Bu — ov)dt + v(z)dW»(t), < € D, (2.3.1) 
u=0, zcóàD 


的 随机 吸引 子 及 其 Hausdorff 维 数 估计 , 其 中 D c g^ 是 光滑 的 有 界 区 域 , a, 8 > 0, 
o > 0, Wi(t) 和 Wz(t) 是 独立 的 布朗 运动 , h, ó, y ME: 
(HS-0) h 形 如 下 面 的 多 项 式 


2p-1 


h(u) = ` aku, (2.3.2) 


k=0 


其 中 a2p_1 < 0, p > 1; ó(z) Myl) Æ D.E. C? BR, Adlon = 0. 
先 证 明 (2.3.1) 能 通过 随机 变换 化 成 随机 部 分 耗 散 系统 (2.2.1) 的 形式 . 为 此 ， 


令 
Qj = Qo = Co(R, R) = {wo :Wo € C(R, R),wo(0) = 0], 
并 赋 以 紧 开 拓扑 , Z; = B(Qo) (Borelo 代数 ), P; 是 Wiener 测 度 (j = 1,2). > 
Q = Qı x Qe, 


Z 是 诱导 的 乘积 o 代数 0, P 是 诱导 的 乘积 Wiener WE, 0, : Q  Q, hwl) = 
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令 (w*("), vt ()) : Q 一 肛 是 下 面 解 慕 系 统 的 唯一 的 稳 态 解 过 程 


= —udt + dWi(t), 


2.3.3 
dv = —ovdt + dW2(t). ( ) 


由 文献 [5] 可 知 

定理 2.3.1 存在 一 个 bp EF Q c Q, 即 对 于 te R, # 0,Q = Q, P(Q) = 1, 
使 得 对 任意 的 wwE Q, 下 面 结 论 成 立 : 

(1) 22 人 :一 Mr 人 (gw) 和 wx 人 :=vU*(gw) 关 于 teE 玉 连续 ; 

(2) lim, +oo 5779 — 0, lim, ,+o0 Ë = 0; 

(3) lim:_,+o0 ; f u*”(s)ds = 0, limt +oo if v*”(s)ds = 0. 

0 0 I 

SNA c OH 2.3.1 PRA, Z=Zn0=(Fn90|F e 7). JU (Q, Z,P,(0,):,en) 

也 是 一 个 遍历 的 度量 动力 系统 . 


记 
u(t) = u(t) — olju" (bw), (t) = v(t) — v C)v' (Aw), (2.3.4) 
则 系统 (2.3.1) TÆR 
^ = Aü + h(0,0,2,à) + f (nw, z, u,v), < €D, 
ac —oŭ + ow, z, ü), z€ D, 239) 
“z=0, r€c€ó8D, 
其 中 
_ 2p—1 
h(iw, x, %) = Y  ak(ü + #(z)u* (0,;)), 
k=0 
Fiw, x, à, 6) = (Ad(z))u* (bw) + é(z)u* (Cw) — að — ap(x)v* (Ow), 


G(O.w, x, à) = Bü + 8ó(x)u* (Aw). 


因此 , 研究 随机 系统 (2.3.1) 的 渐 近 性 态 , 可 转 而 探究 系统 (2.3.5) 的 渐 近 性 态 . 
需要 指出 的 是 , 条 件 blap = 0 可 以 去 掉 . 例如 , WE g(x) = 1, 那么 , 在 像 空 间 
的 真子 空间 中 , t : Q 一 R 是 下 面 系统 唯一 的 稳 态 解 过 程 


du = Au+dWi(t), z e€ D, 
u=0, zrc8D. 


WW (2.3.1) 可 以 通过 变换 
ü(t) = u(t) — ú” (w), (t) = v(t) — v()v' (Aw) 
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化 成 形 如 (2.3.5) 的 随机 偏 微分 方程 组 . 为 简单 起 见 , 仍 假设 (HS-0) 成 立 . 

显然 (2.3.5) 与 系统 (2.2.1) 的 形式 相同 . 对 于 系统 (2.2.1), 由 上 一 节 定 理 可 得 

定理 2.3.2 (1) 系统 (2.3.5) 关于 (Q, F,P, (94)teR) 在 空间 L2(D) x L2(D) LÆ 
成 随机 动力 系统 {5(t,w)}; 

(2) {5(t,w)} 在 空间 Lo(D) x L2(D) 中 存在 随机 吸引 子 {A(w)}wen. 

证 明 只 需 证 明 系 统 (2.3.5) 满足 上 一 节 的 条 件 (HR-0) ~ (HR-4) 即 可 . 由 假 
设 (HS-0) 和 定理 2.3.1 即 可 得 知 条 件 (HR-0) ~ (HR-3) 成 立 . 由 定理 2.3.1 可 知 ， 
对 任意 的 T > 0, {fur() : w € QU {v**(-) : w € Q) c C([0,T], R}, 因此 它 
E C([0, T], R) 的 可 分 离子 集 , 这 表明 对 任意 的 T > 0, Mi(T,h) = {h*(-,-,-) :we 


Q}, M2(T, f) = "C. "$c 1$ ) :WE Q}, M3(T, 9) = is"C, "s .) :WE 9} 分别 
J: Mi(T), Ma(T) 和 As (T) 的 可 分 离子 集 , 其 中 Ma (TD), Ma(T), FI Ma(T) 分别 
和 (2.2.7), (2.2.8), (2.2.9) 相同 . 因此 , 条 件 (HR-4) 也 满足 . 口 


接 下 来 研究 白 噪声 对 系统 (2.3.5) 的 随机 吸引 子 的 Hausdorff 维 数 的 影响 . 为 
此 , id S(w) = S(1,w). 先 研究 随机 映射 5(.) 在 随机 吸引 子 4(.) 上 的 一 致 可 微 性 . 

定理 2.3.3 ”随机 映射 3S(.) 在 随机 吸引 子 {4A(w)} 中 是 一 致 可 微 的 . 

证 明 由 文献 [6, 引 理 4.4] 的 证 明 方法 即 可 得 证 , 为 完整 起 见 , 这 里 给 出 证 明 
的 主要 步骤 . 

首先 , 对 于 给 定 的 w € Q, EM (u,v)? € Aw), (u-- £v - 9? € Aw). > 


(à, 9) := ((t), 9(£)) := S(t, w)(u, v), 
(à, $) = (a(t), (t)) = S(t,w)(u +&ut+ n) 
考虑 系统 (2.3.5) 在 (0) 处 的 线性 化 方程 
25) = Aŭ + h'(ü + @ó(z)u*(0,u))üu — oo, «ED, 
Əb(t) 
Ot 


= Bu-—ov, xreED, (2.3.6) 


u—0, ZE 0D0D. 

> (u, v) = (u(t), v(t)) = (a(t; (E, n), (u, v), w), v(t; (6, n) (u, v),w)) 是 系统 (2.3.6) 满 
足 初 值 条 件 (u(0; (E, n) (u,v) w), v(0; G n), (u, v),w)) = (é, 7) 的 解 . 令 U := U(t) = 
a(t) — a(t) — a(t), V := V(t) := o(t) — o(t) — a(t). W 


—h'(ü + o(x)u*(Ow))i-aV, xe D, 
(2.3.7 
9VO i ov, 2eD, 
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H (U(0), v(0)) = (0,0). 
接 下 来 令 c 与 (HR-1) 中 的 假设 相同 , RRA hE h (BEM 2.3.2 的 讨论 


可 证 ,hh 满足 假设 (HR-1)). 
4 
à" :— à" (t) := a(t) + &(-)u"' (Aw), 


ü* := ü*(t) := ü(t) + é()u* (Ow). 


在 Lo(D) x L2(D) 上 用 (U,V) 与 (2.3.7) 作 内 积 后 可 得 


2 (iP ivit?) | 
=2 < AU,U > +2 < h(ü*),U > —2 < h(ü*),U > 

-2 < h'(ã)ū*)ū, U > —2(a — B) < U,V > -20 < V,V > 
= — 2|J|U||% — 2e||V]|? — 2(a — 8) < U,V > +2 < h'(à*)U,U) 
— 42« h(à*) — h(ü*) — h(à*)(à—à),U >. 
< —2||U||% — 2ol|V||? + (la — 8D IU? + VII?) + 2e: [lUl]? 


十 2 < h(àü*) — h(ü*) — h'(à*)(à — à),U >. (2.3.8) 


由 Sobolev 艇 和 人 定理 可 得 , 存在 z* > 24848 H1(D) C L,-(D). 因此 存在 一 个 


正常 数 寺 满足 
U|. (D) < &llU]lv; VU € L,.(D), 


Dq > 1 满足 去 十 去 =1. H Holder 不 等 式 得 


< h(ü*) — h(ü*) — h'(ü*)(à— ü), U > 
«||^(à*) — h(u*) — h'(a*)(à lr (p) - IU llt, co) 
«&lh(à*) — h(ü*) — h'(à*)(à — liz cy “MIU lv 
«S (an) — aa") - ha) — DIB, o) + IIR (2.3.9) 
由 条 件 (HS-0) 可 得 , AF FE ë; > 0 使 得 对 任意 的 yi, yo € R, 
Ihly) — h(y2) — h (yi) — yo)! < ë; (1 + lai 77? + ya [?7?) - [ya — yaf? 
RERE G; > 0, 使 得 对 任意 的 g > 1, uuz € La(D), 都 有 


|h(ux) — h(u2) — h'(ux)(ui — ua)llz,. (D) 


«e + lulz wy + llu2||z. wy)” li 一 w+ (2.3.10) 
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其 中 dl = 2(2pq* —2--e), r1 = aged € (0, 2-4), € = 2—q* (14-6). Hi (2.3.8) ~ (2.3.10) 
可 知 , 存在 或 , ë > 0 使 得 

d 

5 (wi? + IVI?) 

«e + lë*||z,, coy + lêle co»)? fà — alt + s (IOI? + IVI?) (2.3.11) 
成 立 . 
注意 到 U(0) = 0,V(0) = 0. 因此 , 有 

IUII? + IY QD]? 


1 
«a f 0-9 Nal) leap) Mà" Il, coy?" fas) — HIPC ds. (2:312) 
FER a(t) — a(t) 由 (à, ô) F (a, 6) KELT 


2 9 = A(ü — ü) + h(a*) — h(a") -a(0—9), = € D, 
ae) = B(à s= ü) = c (o = dv), rcD,- (2.3.13) 
à—4à-—0, zeDD， 
(&(0) — 4(0), 6(0) — 5(0)) = (€, n). 
Hi(ü-— ü,6 — v) GRE (2.3.13) 作 内 积 后 可 得 , HFEA G > 0, 


d (Ifa — al? + ll 9l?) «2 < AG à),à— à» 42 « h(à*) - hli’), à à» 
—-2(a— b) < ô — õ, å — ü > —2o||6 — ë||2 
<& (llâ — al? + Ilê — ll^), 
于 是 可 得 
||a(t) — &(t)||? + oE) — EEN < eset (Hell? + |in||2). (2.3.14) 
由 (2.3.12) 和 (2.3.14) 可 得 
(Way? + VIP 
1 
«epe ts n (1 lH" (los, co) + (S); coy)?" ds - (IEI? + IIo?) 12. (2.3.15) 
最 后 , 类 似 于 文献 [6, 9138. 4.4] 的 讨论 可 知 , 存在 一 个 随机 变量 天 : Q  R* V 


足 
K(w) 21, E(Il K(w)) < oo, 


1 
ME f (1 + llë*(e)ll,, ao» + Na), o?" ds < Ko). 
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< 


L((u,v),w)(£, m) = (u(1; (€, n), (u,v), w), 0(1; (€, m), (u, v), w)). (2.3.16) 
则 有 
|S(w)(u + £, v + 9) — S(w)(u, v) - L((u, v), w)(£&. n)Il 
«K (o) (él + iln?) ^, 
这 表明 随机 映射 5(w)(= $(1, w)) 是 一 致 可 微 的 . D 
由 定理 1.1.2 可 得 
定理 2.3.4 假设 (HS-0) 成 立 . 则 有 
E = 2 g 
du(À(w)) < T ser oo 3) - (5+ T: deg E -— ) "i, 347) 


其 中 Mi Fo Mo AMRIT Zi) HA n. BIRD $975 38 fo A L. 

证 明 首先 , 对 给 定 的 w € OQ, (uv) € Aw), S L((u,v),v) 5i (2.3.16) 中 的 一 
RK, M (L((u, v), w)), an(L(u, v), w)) 4:9 5j (1.1.2) 和 (1.1.3) 定义 相同 . 

容易 证 明 , 存在 一 个 随机 变量 Xi : 0 一 R+ 满足 


a Gu, v), w) €«A(w), o € Q, 
A(w)21, we8, 
E(In Ai) < oo. 


接 下 来 , Xt (£, n) € H?(D) x Lo(D), > 
M(t, u,v,w)(€,n) = (AE + h (u)€ — an, BE — en). 
注意 到 , MERAH n > 1, 
"n (L((u, v), w) 


1 
= f exp (J tr M(r, u(r), v(T), vw) o Qn(r)dr ) 
W,EL2(D)x La(D),||¥i||<1,t=1,2,--- ,n 0 
其 中 Qn(7) 是 从 L2(D) x Lo(D) 8l H 1 (z), …，@n(7) 张 成 空间 上 的 正 交 算 子 ， 
Dale), ---, Bp (0) ERE (2.3.6) 分 别 满足 初 值 条 件 亚 ，.…, 亚 ,的 解 , 
固定 L2(D) x Zaz(DD) 的 一 个 正 交 基 (Vi, --- Um). 令 (ó; Vi), im 1,…,m 是 
Q(7) 五 的 一 个 正 交 基 , 其 中 @(r) 是 从 Za(D) x L2(D) 到 由 1 (7), ®2(7),… , 4. (7) 
张 成 空间 上 的 正 交 投影 算 子 ，$; 是 线性 化 系统 (2.3.6) 满足 初 值 条 件 B;(0) = V;, 
j = 1,2,--- ,m 的 m 个 解 . 则 有 


tr(M(r, u, U, w) o Q= (r)) = > < Mr, u, V, w)(ġi, Vi), (di, Wi) > 


i=l 
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( - l:l + (8 — o) < $i Vi > —ellvill*-- < H(i (r))óo ó; > ) 


= 


i= 


«Y (-léll% + (8 — a)i Y) — olill? + cillésll?) 


š=1 


P 


- Y ied + PES leol- 2 3: IGI +a Y LE 
i=1 i=l i=1 t=1 , 


由 推广 的 Lieb-Thirring PER P1 B) ((0:(), v ())) 24 TA, 存在 两 个 依赖 于 空间 维 
数 m” 和 区 域 刀 的 直径 工 的 常数 Mi 和 M> 使 得 


Yl >m f ($20) ant (Eeo) (2.3.18) 
成 立 . 注意 到 
f G e + G2 Ox) Qzste)e 


4n rE K2 (8 — 2 yii DI. 


2 
pa G pna 


H 583389 ((ó, (2), wi(z))} 呈 1 是 正 交 的 , 于 是 有 
5 (IAEI + lI?) =m 


i=1 


(2.3.19) 


因此 
tr(M(r, u, v,w) o Om(T)) 


-m f (xe 2! i cn (£ =e + z 十 cl + E); > lló,(z)||? 一 zm 


i=1 i=l 


2.0 
(z titat 


(8 — ID| - 


+ ar 


< 


2.1 E 
š PE ) I m 


) 
alem) (42a r 


由 此 可 得 


"m (L(u, v, w)) < exp (Gt 5) (3 era i m coy 2) - Se). l 
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令 入 是 下 面 的 常 值 随 机 变量 


ae 2 4n 2/0 Ko (8 — a)? \1+4 _@ 
ren (Ger) (G+ Etat PS) o-ga). 
WA 


?m (L(u, v, w)) < Fm- 


M 
4 4n s/c K (8 — a 41-3 
wo a unc) G tr te 20 ) oad 
时 , 都 有 
下 (In(7m)) < 0. 


该 定理 由 定理 1.1.2 即 可 得 证 . D 
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这 一 节 研 究 白 噪声 驱动 的 随机 FitzHugh-Nagumo 方程 


du(t) = (Au + h(u) — ov)dt + ó(z) dW(t), 

dv(t) = (Bu — ov)dt + v(z)dWa(t), z € D, 

u= 0, z € 8D, (2.4.1) 
u(s) = r, 


v(s) = 7 


的 不 变 测度 的 存在 唯一 性 , 并 研究 不 变 测度 族 的 渐 近 行为 . 其 中 > s e R, D c 
R",n = 1,2,3 是 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 , a, 8 > 0, o > 0, W:(t) 是 两 两 独立 的 一 
维 双边 布朗 运动 , $ 和 是 满足 blon = 0, v|ap = 0 的 C2 函数 , AWE: 
2p-1 
h(u) = aku, azp_1 < 0. 
k=0 
下 面 用 耗 散 方法 研究 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 的 动力 学 . 该 方法 类 似 于 文 
HR [27], 但 得 到 的 结果 与 文献 [28] 不 同 . 我 们 在 消除 耦合 项 可 能 带 来 的 负 效 用 的 基 
础 上 考虑 了 ww 和 ww 的 一 致 耗 散 作 用 . 
对 于 上 > se RR, 令 5(t) 是 算 子 人 的 连续 半 群 并 定义 


t 
f S(t — s)ó(z)dW; (s) = Wa, (D 
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和 t 
J exp(—o(t — s))¢h(a)dW2(8) = Wo,a(t), 


Wa o(t) 和 Wolt) 分 别 简 记 为 Wa(t) 和 W(t). 由 文献 [10, 5138 3.1] 知 , 方程 (2.4.1) 
存在 一 个 唯一 的 弱 解 ，(u(t s,z),v(t,s,x)), t > s, 这 表明 U(t,s,7z) = u(t,s,z) 一 
Wa,s(t) 和 Vit, $, y) = v(t, $, y) x Wa,s(t) 是 下 面 方程 的 唯一 弱 解 : 


Ü = AU + h(U + Wa,s) —o(V + Wo,s), 
V=8U+Wa,.)—oV, z€D, 

4 U —0, z € OD, (2.4.2) 
U(s) = z, 
V(s) = y. 


4 H X Hilbert 45 [A] L2(D) x L2(D). (-,-) TEX H PAA, FH (.,.)x 表示 空 
间 K = L2(D) 中 的 内 积 . | -| 和 | |# 分 别 表示 空间 L2(D) 和 五 = L2(D) x L2(D) rh 
的 范 数 . 

ES 


ya = sup{y > 0; (Au, u)k < —y|ul?, Vu € D(A)}, 


其 中 D(A) 表示 满足 Dirichlet 边界 条 件 的 A 的 定义 域 . 由 Poincaré 不 等 式 知 , 这 样 
的 7A 确实 存在 . 
令 


= inf {7 € R; (h(u) = h(v),u m v)K < ylu ~ v|?, Vu, v€ D(h)}, 


其 中 D(h) Æ h HER. 由 hh 的 定义 知 总 可 以 找到 这 样 的 yx. 
引 理 2.4.1 假设 一 ya 十 Yn < 0, 则 存在 常数 OC,w > 0 使 得 


(U(t, s, z), V(t, S, y))lu 
t 
«c (een) + [ eda Ue [ol + [Ws I)(s)as) ; 
证 明 EH ES) A 3697638 || - ||, 使 得 对 任意 的 (u,v) € H, ||(u,v)||? = +u]? + 
1 2 
zll ° 
用 (U,V) 与 方程 (2.4.2) 两 边 作 内 积 后 得 到 


idUpP, 1 dv}? 


2a dt 28 dt =; ((AU,U)x + ((U + Wa,s),U) x ~ (a(V + Wo,s), U)K) 


T 3 ((—oV,V)x.+ (8(U + Was), V)x). 
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因此 


d||(U, V)||? 1 
220. V = 二 (AUU)x 一 aV Vy (h(U + Wa,s),U) x 
— (Wo,s,U)K + (Was, V)k. (2.4.3) 
H ya 的 定义 , 有 
d|(U, VI? 1 
SACO < -Yup GIVE T QU Wa) Uy - Wo UR (Wa Vc 
HH yr 的 定义 可 得 


(h(U + WA,s),U)k —(h(U + Wa,s) — h(WAa,s),U)k + (h(Wa,s), U)K 
<yn|U[? + lh(Wa,s) NUT. 


因此 


1d||(U,V)|2 — “A c Yh 1 
2- u S =D = gv? t SWP + 5 IO, s) || +|We,s||U| + |Wa,, ||]. 


由 于 范 数 的 等 价 性 , 存在 常数 Q,C > 0, 使 得 


1d|(U, V)|Ë 
2 dt 


因此 由 Gronwall 引 理 知 


< —QI|(U, VN + O; (Ih(Wa,s)| + |Wo,s] + |Wa,sl) (U, V). 


I, VOI < e99 6-99) f «706-20. IAW) + Wael + IW (ds 
由 范 数 的 等 价 性 可 知 , 存在 仅 依赖 于 光滑 区 域 卫 的 常数 w,C > 0 满足 
KUCE, 8,2), V, 3,9) < C(e77-9 Ie) 

+ [ 674 (ha UE Waal + (Waal (ws). a 


5|382.4.2 sup E(Ih(Wa, a(t))| + |Wo,s(t)| + WA a. (t)|) < oo. 


证 明 H W; m 的 定义 知 , 只 需要 对 t > s = 0 的 情形 证 明 该 引 理 . 事实 上 , 只 
需要 证 明 sup [Wa,o(t)| < oo, 其 余 两 项 的 估计 完全 类 似 . 


FAT (Au,u)k 和 —yalul?, BREA ||S(t)|| < eat, 则 当 t > 0 时 ， 


t =< t B 
Wao =| J| se- DEW] < (lero) | J «ame. 
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注意 到 f n 
- 1 

一 YA{(t 一 3) ER —2ya8 ee 

Jn e o) fe d < Ta’ 

Hi Cauchy-Schwarz 不 等 式 即 可 得 证 . 口 

命题 2.4.1 假设 一 ya 十 Yh < 0, 则 存在 一 个 随机 变量 nm, 使 得 对 任意 的 (z,y) € 

H,r > 0, 有 


E|(u(0, =r, x), v(0, =r, y)) — nlu < De" (|(z,u)|z + 1), 


SEN 3 D > 0 成立. 
证 明 首先 断言 对 7 >r > 0, Ho 


|(w(0, =r, z), (0, =r; y)) 2 (u(0, -n,z), v(0, -n;y))las 
«Ce ""! |(u(—r1, =r, £), v(7ri, 77 y)) — (2, y)|H- 
事实 上 ， 令 (u(t), v(t)) = (u(t, —T, z), v(t, 一 六 y)) T (u(t, —Ti, z), u(t, —T1, y)) 则 
A 


gl 


h(u(t, =r, z)) — h (u(t, —1,2)) 一 ov, 


ov, 


lI 
^5 
| 


z € D, (2.4.4) 
-n)-u-n,-nz)-z, z€8D, 


-n)-w(-n,-ny) - y. 


类 似 于 引 理 2.4.1 的 计算 可 以 得 到 


ea el e ee. 
II 


— A 


1 d||(u, 0) ||? — 
w —t f EN Ç 
2-4 < —Q|(s,9)l 


只 要 应 用 Gronwal 引 理 , FS t = 0, 即 可 证 明 断 言 成 立 . 
进一步 地 , 由 引 理 2.4.1, 有 


KU(7r 52) V (Cris =r, 9) 
<c (eo eaa + Í” etn Wa, 
+ Wo. + [Wa,-rl)(e)ds) 
因此 
\(u(—ri, 7r, 2), v(7r1, ^r. y)) |x 


1 
<o (ele, y)lu + f e Cnr» (Ih(Wa. .)| 
T 
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十 |Wç,—+| + E) + \W,,-r(—11)| + |Wa,-r(—11)|- 


两 边 取 期 望 , 得 


E|(u(0, 一 六 z), v(0, =T, y)) ES (u(0, —"n, z), v(0, 一 71， y))lu 
«Ce "^ El(u(—r1 j—T, 2), v(-n, —T, y)) P (z, y) |z 


«Ce "n (c + DI(z, v)lu 


+E sup (Bla(wan)O + qe sto Wa) ) 


—r&t&—ri 
由 引 理 2.4.2, 得 
E|(u(0, —T, z), v(0, —T, y))- (u(0, = z), v(0, —Ti, y)) |e Ke "n (C(C--1)|(z, y)lIu +C2), 


XI ER C2 > 0 成 立 . 
因此 有 


E|(u(0, —r, x), v(0, —r, y)) = (u(0, —71, 2), v(0, —r1, y)is < De "n (Y(z, y)lnu + 1), 


对 某 个 常数 DD > 0 成 立 . 
通过 上 面 的 估计 易 见 当 r 一 +eo 时 , (u(0, —r, z), v(0, —r, y) 在 空间 L! (Q, F, P; H) 
中 收敛 于 某 个 ns,y), B. 


E|(u(0, —T, z), v(0, =f; y)) = Nayla < De“ (|(z, y)|a + 1): 


最 后 , 将 证 明 nc.) 是 不 依赖 于 (x,y) 的 . 这 点 是 可 以 类 似 证 明 的 . 对 某 个 (2^, y^) € 
HS (a(t), o(t)) = (u(t, —T, z), v(t, —T, y) a (u(t, =r, 2’), u(t, —T, y), 则 


à = Aü + h(u(t, —r,z)) — h(u(t, —r, 2’)) — o, 


Š = Bü — o$, z € D, 
à = 0, z€ oD, (2.4.5) 
é(—r) = z — T, 
$(—r) — y — y. 
类 似 于 上 面 的 讨论 可 得 


\(u(t, —r, £), v(t, =r, w- (u(t, =r, x’) u(t, -Ty y)lu < Ce“) (x -z,y- ya, 
(2.4.6) 
只 要 先 令 t= 0, 再 令 r 一 +00 即 可 得 证 . 口 
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2.4.1 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 的 遍历 性 


下 面 的 定理 描述 了 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 的 不 变 测度 的 性 态 . 

定理 2.4.1 假设 一 yA 十 Yh <0, MAR (2.4.1) 存在 一 个 唯一 的 不 变 测度 j, E. 
它 是 指数 混合 的 . 对 于 任意 的 Borel 概率 测度 v, 当 t — 十 co 时 , Prv BKAF p 

证 明 首先 证 明 不 变 测度 jy 恰 是 命题 2.4.1 中 的 分 布 . 事实 上 , Z vo dH EW 
一 个 有 界 连续 函数 , 则 由 命题 2.4.1 知 , 对 于 任意 的 t,s > 0, 4 t — +oo 时 ， 


| J Piesotmauto — f Puolan) 
-| I P,Pspdp 一 A Prod 
-| stro. 0,2), u(t 0, an — Í meala| 
=| [1P.v(u(0,—t2),0(0,-by)]-BPaem)du] — 0o, (2.4.7) 


由 不 等 式 (2.4.6) Fl, (P) 是 一 个 Feller 转移 半 群 . 
类 似 地 , 当 t 一 +oo 时 . 


| [ Peetoauto - f equo) 
H H 

-| J eee 0,2), o oan - f EM 

H | H 

= | [ Elele + 5,0,2),0(¢ + 0,3) - Blotn)))du 

=| f &ietuto =t — 52 v0. =t = o - Elta — 0, (2.48) 
因此 由 (2.4.7) 和 (2.4.8) 知 

/ P,p(h)du(h) = / e (h)dp(h), 
H H 


BI y J&— 7S ASAF RE. 
假设 存在 (有 B) 的 另 一 个 不 变 测 度 和 ， 则 对 于 五 上 的 任何 一 个 有 界 连续 函数 yp 
及 t>0, 有 
f Pyp(h)dX(h) = f e(h)dX(A). (2.4.9) 
H H 


然而 , 当 t — +oo 时 ， 


ro- f o(h)du(h)] =|E{p(u(t, 0, 2), v(t, 0, y))] — Ele(m]l 
=|E[e(u(0, —t, z), v(0, m y))] E[e(m)]| — 0, (2.4.10) 
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因此 , WRS (2.4.9) rPÉ t — +00, WA 
f e(h)du(h) = / y(h)dX(h), 
H H 


由 o 的 任意 性 可 知 ,y= A. 

& xE: H ERMA Lipschitz 函数 , 则 由 命题 2.4.1 知 
=|E[x(u(t, 0, z), v(t, 0, y))] — E[x()]I 
=|E[x(u(0, 一 让 z), v(0, —t, y))] = Elx(n)]| 
<D||x\lLipe~*” (I(z, y)ln + 1), 


其 中 |l: [Lip Æ H _E BJ Lipschitz 范 数 . 
最 后 由 (2.4.10) AI, 对 于 任意 的 Borel 概率 测度 > 和 任意 有 界 连 续 函 数 w, St 一 
+oo Bf, 有 


(Pre) = f Pe (rar — f J oldular) = J| eot = Guo). 


口 


Pix(z, y) 一 f x(h)du(h) 


下 面 研 究 系 统 (2.4.1) 的 随机 稳定 性 . 
引入 如 下 的 FitzHugh-Nagumo 系统 


du(t) = (Au + h(u)— av)dt, 
dv(t) = (Bu — ov)dt, z € D, 
u = 0, z€ ðD, (2.4.11) 


其 中 t+ s e R. i (u*(t s, z), v? (t, s, y)) 38 (2.4.11) 的 弱 解 . 
接 下 来 引入 一 族 随机 FitzHugh-Nagumo PELL AOL. 对 于 充分 小 
的 e > 0, 考虑 如 下 的 模型 


du(t) = (Au + h(u) — av)dt + ó* (z)d W (t), 


dv(t) = (Gu ~ ov)dt + v*(z)dWa(t), z € D, 
u = 0, z € OD, (2.4.12) 


HHt>seR, lP* low) € Ce 以 及 lylei) < Ce 对 某 个 常数 CG > 0 成 立 . < 用 来 
控制 噪声 的 大 小 . 
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由 文献 [10, 引 理 3.1] 知 , 对 于 不 同 的 6, 方程 (2.4.12) 存在 唯一 的 弱 解 (uë (t, s, z), 
ve(t s,y)), 因此 有 相应 的 转移 半 群 (Pe)， 进一步 地 , 由 命题 2.4.1 和 定理 2.4.1 AH, 
可 以 得 到 一 族 相 应 的 随机 变量 m% 和 不 变 测度 pE. 

作为 引 理 2.4.1 的 特殊 情形 , 有 下 面 结论 : 

引 理 2.4.3 假设 一 ya 十 Yh < 0, 则 存在 常数 CO,w > 0 使 得 


((u9 (t, s, z), v(t, s, u))|z < Ce (79 (s, y)ln. 


显然 , 由 上 面 的 引 理 知 do = (0,0 是 方程 (2.4.11) 的 不 变 测 度 . 下 面 证 明 本 节 的 
重要 定理 . 

定理 2.4.2 假设 一 ya 十 Yh < 0, WJ u“ BUKAF do, 即 当 e 趋 于 0 时 , 确定 Fitz- 
Hugh-Nagumo 系统 (2.4.11) 是 随机 稳定 的 . 

证 明 固定 某 个 (z,y) EH, > 


(a(t), v(t)) = (u(t, 一 7 z), v*(t, —T, y)) m (u(t, Ty x), v (t, —T", y)) 
XFt,r > 0, WA 


i = Aü + h(u*(t, —r,z)) — h (u(t, —,z)) — að + $* (z)dW (t), 


Š = Bü — oð + V*(z)dWa(t, z € D, 
ü = 0, z € OD, (2.4.13) 
ü(—r) — 0, 
o(-r) = 0. 
定义 


f se 9&4 = W& _, (0) 


t : 
f exp(—o(t — s))óé* (z)dW,(s) = Ws _, (t), 


则 类 似 于 命题 2.4.1 和 文献 [10, 引 理 3.1], 可 以 证 明 U(t, 一 7,z) = 二 化 一 rz) 一 
W... (t) fI V(t, =r, y) = (t, —, y) — W£ _(t) 是 下 面 方程 的 唯一 弱 解 : 


Ü = AŬ + h(u*(t —,2))— h(u2(t, —7, 2)) — a(V + We _,), 

= (Ü + W& .,) oV, ze D, 

=0, ze€óD, (2.4.14) 
= z, 


=y. 


*u Ge Ge RS 


(-r 
(7r 


— w 
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用 (U,V) 与 方程 (2.4.14) (FAR, 类 似 于 命题 2.4.1 的 估计 可 得 
Gd —r, 2), V (t, —r,y)l <C Ge wla 


t 
A Doo). 


因此 
|(&(0, =r, z), v(0, —T, y))lu 
0 
<o (eri, yla + "i e"* (AW...) + [WE _, | + Wi... Das) 
+ |WE_,(0)| + [W£ _, (0)! 
4 r — +00, WA 
t 0 
Inf — (0,0) «C n e" (Ws, -o)l + IWE ol + WE, -ool)(8)ds 
+ |WE_.(0)] + W£ _.—(0)| 


C C 
«sup IW, oo) + — sup |W, (0) 
C+w š 
+ 2 sup IWe, —o0(t)l. (2.4.15) 
由 和 ys 的 假设 可 知 
t 
[Wi _o(t)| < Ce / S(t — s)dWi(s)|, (2.4.16) 
f NS u 
IW? (t)| < Ce T exp(—o(t — s))dW 2(8)| . (2.4.17) 


类 似 于 引 理 2.4.2 的 证 明 , 易 证 


pm n S(t — s)dW(s)| + n exp(—o(t — s))dW (s) 


| «oo. (2.4.18) 
因此 综合 (2.4.15) 和 (2.4.16) ~ (2.4.18) 可 得 
lim E|n° — (0,0)|# = 0. (2.4.19) 


注意 到 mw 的 分 布 是 /1, 因而 定理 2.4.2 得 证 . 口 
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25 无 穷 格 点 上 部 分 耗 散 系 统 的 随机 吸引 子 


近 十 几 年 来 , 格 点 动力 系统 得 到 广泛 的 关注 , 关于 格 点 上 的 发 展 方程 的 行 波 解 
和 整体 吸引 子 的 文献 很 多 , 例如 文献 [2,3,17,22,23]. 对 于 随机 FitzHugh-Nagumo 77 
FE, 文献 [15] 研究 了 下 面 的 FitzHugh-Nagumo 神经 元 白 品 声 系 统 


dzi 1 
ut (=- 32 ES x) +h 2 — 2kn/w) — —— 1 Da- 25) + Dini(t), 
% = - (a, + bu + a), ¿=1,2,--- , N, 


(2.5.1) 
其 中 w(t) 是 高 斯 白 噪声 . 文献 [15] 还 通过 数值 模拟 方法 研究 了 噪声 对 受 外 部 
脉冲 作用 的 神经 元 的 尖峰 活动 的 同步 作用 的 影响 . 这 一 节 研 究 格 点 上 的 随机 
部 分 耗 散 系统 
dw) (t) 
dt dt ’ 


= gui — du; + bi dui (t) 


(2.5.2) 


du; 
H = uii — 2ui + ui-i + h(ui) — vi + ai ——— 


dt dt 


的 随机 吸引 子 , 其 中 i c Zu = (u)iez € Ë, v = (v)iez € Ë, o, 5 都 是 正常 数 ， 
{wili € Z) 相互 独立 的 布朗 运动 . 
定理 2.5.1D] 假设 K(w) C H 是 连续 随机 动力 系统 ó(t, 9-wW)t>0,wen 的 一 个 
闭 的 吸收 集 , 并 且 对 a.e.w € Q, 满足 渐 近 紧 条 件 , 则 余 环 {9(t， 6_w)}i>0,wen 存在 唯 
一 的 随机 吸引 子 
Aw)= f) U o(t,6-w)K (Ow). 
t2tk(w)tzT 


先 考虑 无 穷 格 点 上 的 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 


dui 
dt ' 


du; 
| A = (Witl — 2ui + ui-1) + f(ui) — vi 


dui dw? 
di = ou; — ó; + bi u’ 


HEP u = (ui)iez, v = (vi)iez 是 人 2 中 的 两 个 序列 ， 


f(u) = —Xu + h(u), 
h(u) 是 光滑 的 非 线性 函数 , 满足 


h(0)=0, h;(uu € —ow2+ B, h'(u)&k, veR (2.5.4) 


90 第 2 章 随机 部 分 耗 散 系统 的 随机 吸引 子 与 不 变 测度 


及 多 项 式 增 长 条 件 
|h(u)| < callu]? t! +1), Vu € R, (2.5.5) 


e, B, 和 是 两 个 正常 数 ， B = (81, - a » Bn, m -) € l, 2 是 正 整数 . 
一 个 典型 例子 是 三 次 函数 f(u) = u(1—u)(u—a) = [7v +(a+1)u2— Su] — $u = 
h(u) — Au, 0 < a < 1, à = a/2 并 满足 (2.5.4), 


a 27 2a? ta 4-2 
Q = >, B= 区 6， kenno 


另 一 个 典型 例子 是 f(v) = H(v -a) -v, 0 € a < 1, 


0, z «90, 
H(z)—-4[01] z-0, 
1, z > 0, 


其 中 入 = 1. 
XF u = (ui)iez, ELA? BW? HRA A, BAB 如 下 : 


(Buj —uii-u, (B*u)i = wi — üi, 
(Au) = —Ui4it+2uj—ui-1, ¿€ Z. 
容易 验证 , 4 = BB* = B'B, 且 对 于 任意 的 u,v € l, (B*u,v) = (u, Bv), KH 


明 (Au, u) 2 0. 
4 e! c 2 AGRTEILBC LO 1, 其 余 元 素 均 为 0 的 向 量 ， 
wl (t,w) = X aw} (0e, w?(t,w) = Y biw? (tje, (ai)iez, (bi)iez € 1? (2.5.6) 
iez ieZ 
是 定义 在 概率 空间 (Q, F, P) EXÉCT 02 的 白 噪 声 ， 
Q = {w € C(R,1?) : w(0) = 0). 


将 系统 (2.5.3) 及 初 值 条 件 (uo = (uoi)iez, vo = (vo)iez) BR? x 2 中 的 积 
分 方程 : 


t 
ult) = wo Í [- Aut) + F(u(s))) - v(6)] 45+ wo. 
M t20,w€4. (2.5.7) 
u(t) =m + f [ou(s) - 599] as + W240), 
0 


为 了 研究 系统 (2.5.7) 整体 解 的 存在 性 , 先 把 (2.5.7) 转化 成 带 参数 的 确定 性 系 
统 . 令 
a(t) = u(t) - W'(t), v(t) = v(t) - Wi (t). 
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则 方程 (2.5.7) 可 转化 为 下 面 的 方程 


| à) = uot | [- Aas) ^t) + FEl) w^) — (8) - w°(e)as, 


a(t) = vo + [ [cis) + oW! — 66(s)— ew?! ds, 
0 
(2.5.8) 
对 每 个 固定 的 w e Q, 方程 (2.5.8) 是 确定 性 的 方程 . FRA 
引 理 2.5.1 假设 (2.5.4) 和 (2.5.5) RÈ, 则 对 任意 的 初 值 (uo,vo) RENT > 0, 
方程 (2.5.7) A Ie" E— 868 (u(t), v(t)) € L(0,C[0, T], I2 x 12), 且 满足 


1 
sup [ilO + =o] 
te[o,T] o 
1 1 
<2 2, 1 2 2 1 2, Zil? 2 
(eoll? + lleol?) +2 sup. [Itv^COTP + Flero] 
T 
+265 Í (lat XI In^)? Iw (e)I2)as. 


证 明 由 于 f(u) 是 一 个 连续 函数 , 则 假设 条 件 (2.5.4) 和 (2.5.5) 都 成 立 . 由 常 微 
分 方程 的 解 的 存在 性 定理 可 知 , 方程 (2.5.8) 存在 一 个 局 部 解 (i(t), olt) e C([0, T"), 
1? x P), 其 中 [0,T*) 是 方程 (2.5.8) 解 的 最 大 存在 区 间 . 下 面 证 明 这 个 局 部 解 实际 
上 是 整体 存在 的 . 

对 于 固定 的 we Q, FB (也 可 分 别 与 方程 (2.5.8) #E 2 x 22 内 积 后 得 到 


lao + žao 
2,1 2 : - š T is 1 ~ 
Slhuolf + zIivolf* +2 Í (Cis) i(s)ds +2 Í Cut W!(a)), Das 
+2 J (AW! (s)), ü(s))ds — 2 / ‘(W2(s), ü)ds +2 J (W^ (9), &(s))ds 
0 i : 0 i 0 ' 
25 4* 26 * 
-F f iads- 2 f ee stas. 
. H (2.5.4) 和 (2.5.5) 可 得 


2(f(ŭ + W*(s)), a) 
=2(f(i+ W*(s)),a+W1(s)) — 2(f (ü + W1(s)), W!(s)) 
< — Mi + 14A||W? | — olla + W? (s)|? + 8 + |f (à + W’) - |W? (s)] 
< — Allall? + 14AlW?]? — a + ||à + W1(8)||?2 + 8 + 7d 


1 l4, - 
+ 3lW" IP + zekl]à + wW tt? + ez pa + w?) 
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< — Alf? + Co(IW* ote? + Iw? (s) + 1), 


其 中 C0 是 依赖 于 À, C, Ch 和 p 的 正常 数 . 
利用 Young 不 等 式 , 直接 计算 可 得 


2(- AW!,à) «-Allalf + IA - IW? LP 
2(W2,ë) <3AIlall + S IW?IP, 
209,5) «lll? + or Iw? lf 
Z w2, «lf + wee. 
$ m = max(2,), WA 
IROI + ŽOP 
«lil + leol — n f [Icon + 2100017] 
t 
+c; f (Iw core ew YI? ew? IP + 1)as 
0 
<lluoll? + lleol? +05 f (In^ colit + WESI + DW? CP + 1)as, (25.9) 
0 
其 中 Og 是 依赖 于 A, av cn, p, B RI A RTE WIC. 因此 , 由 (2.5.9) 可 知 , [ja LP (OT? 
被 一 个 连续 函数 控制 , 这 表明 方程 的 解 在 区 间 [0,7] 是 整体 存在 的 . 
由 于 Wi(t), W2(0) 是 白 皮 声 ,它们 的 数学 期 望 是 有 限 的 ， 于是, (10,0) e 


L2(Q, C([0, T]), 1? x 1?). 所 以 , 系统 (2.5.8) 有 整体 解 . 
因此 , 对 所 有 的 we 0, 都 有 


1 
su u(t)||? + =||v(t)||? 
,Sup, [ieor + gieo] 


su ü A 4 z Ü 2 
oup. [iao + W' (nl + gio + wo] 


<2(lluoll? + =[fvol?) +2 sup. [Im COIP + Su OIF] 
t€[0,T] c 
T 
+265 Í (UWE? + WC) + W28)? + 1)ds, 
0 
从 而 引 理 (2.5.1) 得 证 . 


由 于 f(u) 是 连续 函数 , 容易 证 明 系 统 (2.5.7) 解 的 唯一 性 和 解 对 初 值 的 连续 依 
PAE. 
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类 似 于 文献 [2] 中 定理 3.2 的 证 明 方法 可 以 证 明 , 系统 (2.5.8) 的 解 (H(t, w, Go, 9o), 
a(t, wiio, ip) 可 以 生成 随机 动力 系统 , 记 为 S. (t, 0.0). 
下 面 在 12 中 定义 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 : 


0 
z1 (Aw) = -a f e"0,vds, tc R, 
一 co 
0 
z2(0w) = zJ e?0,»ds, tc R, 
一 Do 


其 中 5 和 和 是 正常 数 . 对 任意 具有 次 指数 增长 速度 的 轨道 w 的 意义 下 , 上 面 的 积分 
有 意义 , zz 分别 可 解 下 面 的 Ito 方程 


dz, + Azydt = dw, dz + ôzıdt = dw?, t» 0, 


而 且 , 存在 一 个 9 不 变 集 Q' c OWE: 
(1) 对 每 个 we V, 映射 s — yi(0sw),i = 1,2 都 是 连续 的 ; 
(2) 随机 变量 | |y; (0:0)]|, i = 1,2 都 是 缓 变 的 . 


^ 


2 
u(t) = u(t) — y (w), — 9(t) = v(t) — yo(Aw), 
则 有 | 
^ = —Aü — Aŭ + h(i + y1(010)) — Š + yo(Aw) — Ayı (Ow), 
x (2.5.10) 
I" oŭ — 60 + oyi (Aw), 
满足 初 值 条件 


ŭ(0, w, tio, 09) = tio(w) = uo — y1(w),  v(0,u, ŭo, 09) = 加 (w) = vo — ya(w). (2.5.11) 


引 理 2.5.2 随机 动力 系统 S(t,0_iw) 存在 94 不 变 集 人 1 COQ 和 一 个 随机 吸收 
4 K(w),w € Y. 
证 明 用 五 和 5 分 别 对 方程 (2.5.8) 作 已 内 积 后 可 得 
x lali? = -2(4ā, a) — 22[alf* + 2(h (à + 2i (02)), 8) — 24,8) 
—2(Ayı (81w), ü) S 2(y2 (010), ü), (2.5.12) 
= Šla = 26,9) - Ža +28, n0w), iez, 
把 (2.5.12) 中 的 两 个 方程 相 加 后 得 到 


l| + III] + 2042, 8) + 2a] aI? + lll 
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=2(h(ü + y1(0:)), ü) — 2(Ayı (Ow), ü) — 2(&, yo(O1w)) + 2(y1 (Aw), 9), 
注意 到 (AG, à) = || BëJ|2 > 0, 利用 (2.5.4) ~ (2.5.5) 和 Young 不 等 式 可 得 


2(h(ü + yi (8o), 8) =(h(ü + yr (Bew), i (Prw) + 8) — (h(ü + n (Brew), y1 (06) 
< -alt +i - 2Y ^ 1&4? 


i€EZ [1-24 
+ Y 2ch|ü; + yi ^? pi] + D> 2es s + villyi| 
i€eZ €Z 


"o 
«5Allüll + CA + lg 人 ge) + Ly (02) II^), 


其 中 C 是 依赖 于 p,a cn, A FI 8; 的 正常 数 . 
直接 计算 可 得 


—2(Ays (Bes), ã) < FANE + ŠIAIP lly (uIP, 
—2(y2(Bed), ë) < FAEN? + $Iy (eI, 
2(y (01), 6) < ŠlB| + Sly (OP 
因此 
z (Uae + Sito?) + nate aie 
<Cl + ls (BoP? + ln Geo) + (FIAR + F) In OP + lloa. 


4 u= min(A, ó), 则 有 
d 
5; (lial? + st) +a (na + Ziare) 
«c + Cl (euo) f"? + [c + SILAIP + Z ) In Bee) + lloa Ouo). 
由 Gronwall 引 理 可 得 
lla w, to, o)l? + Ie, w, do, 80)? 
< (sott + see) em + Ç 
t 
+c* [ 7o lya GP? + lyn (Ba) + llya (Oso) ll ) ds (2.5.13) 


其 中 C* = max(C + |All? +$, i). 
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根据 文献 [1] 的 命题 4.3.3 可 知 , |lya(gsw)ll AH [|y (850) ||? 都 是 缓 变 , y (00), i = 
1,2 T t e£, 并 且 存 在 一 个 缓 变 随 机 变量 r(w) > 0 满足 下 面 性 质 : 


|l (@sw)||??*? + [lg (Ow) ||? + llyz(0sw)||? < (gsw) < r(w)eslt. (2.5.14) 
因此 
|lū(t, 7, üo (0—,o), 加 (9-tw)) + Hlal w, üo (01), 9o (8 1))I|? 


" I " 
< (Iusto e esee?) e 


C e d es 
Lis FC | e^ (Hi (stw) Pt? + [ly (sew) ||? + Ily2(Os—e)||?)]ds 


2 1 " C 
< (Ins e + Ziolo) e + Ç 


0 
+ C* J: e" (||y1(0-w) ||??? + ll (0+o)||2 + lIy(0-w)||2)]ds 


< (Inte + zoo) et + (Z + Er). 
id Rw) = € + 2S rw), 容易 证 明 Rw) 也 是 缓 变 的 . 
定义 


Rw) = (6,9) € Ë x P, alf + Žal? < RC). 
Wu] K (w) 是 随机 动力 系统 S(t,0 0) 的 一 个 吸收 集 , 即 对 每 个 Be 万 和 每 个 we w, 
都 存在 Tp(w), 使 得 当 t > TB(w) Bf. 

Si(t,0_.w, B(0_1w)) C K(w). 
4 
1 

K(w) = ((u,v) € Ë x P, llul? + = < Ri), 

其 中 
Ri(w) = 2R?(w) + 2||y (0o)||? + z ya (6). 
TE, K(w) 是 随机 动力 系统 的 S(t, 0w) = S1(6,0 40) 一 (yi (0w), yo(Ow)) 一 个 随 
机 吸收 集 , 因此 , 5| 38 2.5.2 得 证 . m 
9]382.5.3 如果 (uo(w), vo(w)) € K(w), HP K(w) £21 3 2.5.2 的 随机 吸收 集 . 

那么 , 对 每 个 se > 0, 都 存在 T(s,w) > 0 和 N(e,w) > 0, RAMA t > T(e,w) > 0, 
系统 (2.5.3) 的 解 (u(t, w, uo(w), vo(w)), v(t, w, uo(w), vo(w))) 都 满足 


1 
> [lut 6-1, uo(0 i), vo (9-0) =v, 0o, uo (052), vo(8-w))||?] <e. 
lil>N(e,w) 
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证 明 令 p 是 光滑 的 截断 函数 , P s € R+ 时 , 0 < p(s) < 1, 当 0 < s < 1, 
p(s) = 0; Ms > 2 时 , p(s) = 1. 则 存在 一 个 常数 C 使 得 对 所 有 的 se Rt, 都 
有 |p'(s)| < C 成立. 

用 p (4) as o (RD) o 分 别 与 系统 (2.5.8) 作 内 积 后 得 到 


aQz (2) his *) +2 6o (2 JE +a (1) ap 
25 (H) (tnui - 23^ (X s wats +2 p (atten 


iez i€Z 


-2p (2 L Jr (Adj + i (612) iis, 
Pk 
lil a) 
c zi k la) 


> ( 
ayas- D aeg DoE D) sao) 


i€Z 


ey» (Haa - »0 Dites 5 bi Gu? 


i€Z 


注意 到 |p'(s)| < C 及 假设 (2.5.4) 和 (2.5.5), 直接 计算 可 得 


23 Ayo (E) a = 2Y Gui - d) p (ED - 0 (EY a. 


€Z 


+p (i 4) (ü — ui) 
=> Ë (H 229 (H) aas -am Yo HI) (asa i 
PREC) «Dec 
xL dar P) Hei — acil 


icZ 


2-259; Clim- ü;| ii| 


ix? 


之 一 b» E allis. (2.5.15) 


ieZ 


2570 (H) ne en ts 


i€Z 
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<-2a 3p (H) cento? +230 (HL) a 


i€Z 


+2c Dp G ; |z; + vi ew) P? yi (Oru) 


€Z 
+2cn ^p 全 | |; + yi (Gc) |ui (Aw) 
i€Z 
Pi» (2) làP 2» 7p (3) D 
i€Z ie Z 
+c) P (4) (lvi (6:22) P? +? + [yi (@,w)|?) , (2.5.16) 
iEZ 


KB ct 是 只 依赖 于 a, 8, A, p Alc, 的 正常 数 . 
-2y`p (Ë D) (Ai + (Oo) < a Y, oC P, Pcr; Y biu. 


ieZ |il>k lil>k—1 
(2.5.17) 


其 中 C; EER, 
257p (E L) y3(Ow))itt; < D y» (2 ) [w+ i DP lyi (Ow) |. (2.5.18) 


icZ [2k lilk 


把 (2.5.15), (2.5.16), (2.5.17) 和 (2.5.18) 加 起 来 可 得 
alz; eG) se a(S Gen 
(ECE He) «(en 


«E lla? 237» (Ë a+c; (Y FLY di Gow) PP*? + yi Ou)? 


iE€Z 


+ U ie) +C; Y. Iwi Ow) + + $ > lui (6. 


ET: H|2k-1 icez 


4 u= min(A, ô}, WA 


alz;e (E) 25 (2) 


E» (o (H) tal? + Ti» OL 
EL SOIL?» CuO + Om) 
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+ X 2 Mtf + (+5) 37 mew 
H Gronwall 不 等 式 可 知 , 对 t > Tx (o), 
Lo (I) ritos wow), sto)? 
i€Z 
+ Qro (FZ) tetto not tyr 
«e^ t- Tk) P» (Ë) |a; (Tk, w, uo(w), vo(w))|? 
+i a (X77 (Ë ) |ó (Tk ,w, uo(w), vo(w))I?] 
dus li 
+ f apertar 22 (Ha 
+ | MCE o (Ft) ies + We) 
+5 D bie) + (c; +S) p, i (os ?]ar. (2.5.19) 


|t]>k 


接 下 来 估计 (2.5.19) 的 每 一 项 . 用 6_iw 代 替 w, 由 (2.5.13) 和 (2.5.14) 可 得 

enema [S p (EL) tae Ow, uo( Owe), (9-2) 

€Z 
j: zs (3) I (T, 8-14, uo (8), vo(B-1w)) | 
< [Itào(6- «P + Žli- Pet + Eert- + Zor. rue 6-7]. 
因此 ， HFE Ti (ew) > Trw), t > Ti(e,w) 时 ， 
A(t 一 TK) Hil li (Th, Otw Ot 8—w))|? 
š "OL «o, uo( 8e), to (07) 


~ 02 Ü (2) FACT 6-2, uo(8—w), vo(0-1))I?] < Ze, 
接 下 来 估计 第 二 项 : 
= et) lar, 0 iw, tio (O_1w), to(0_iw)| 2dr 


4C B C 
- [et (toto + Diese rP)e + € 
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+c* [| elu (Or)? + [in Ones)? + lly2(0s eon?) ar 
0 
4 1 C 4 
< Te + lsol0 -wo)lP ) (= Ti)e + Ti +O ro) 


注意 到 (iio(9-tw), 9o(0—.)) € K(0_,o), 3X 2€ BH |[üo(6 .)]? + 2166 (0_,o)||2 < 
R(9_tw) 是 缓 变 , 因此 , 存在 Tz(e,w) > Tk(w) RNi(e,w), 4t > Th(e,w),k > 
Ni(e,w) BF, 有 


“< L ; e 77) Ma(r, 0-4(w), üo(8 6), 9o (8 .)|| dr < ie (2.5.20) 
下 面 估 计 第 三 项 . 由 假设 6 e 1 可知, 存在 N2(e,w) > 0, 4k > Nole,w) BF, 有 
22 @ Bi < 5. (2.5.21) 


lil>k 


最 后 估计 第 四 项 . 直接 计算 可 知 
i | 
hn ele: 7» (x) [lyi (0, -—,eo)|??12 + [yi (0,-e2)|] 


[2k 
£X Y WhO)? + (c; +) Y. iO) 
lilzK |il>k—1 
= 人 e [ez E p (E) [utem uices 
vii lil2k 
+ Whew)? + (042) Y. Wine] 
lil>k |il>k—1 
= 人 r erlo 3 o (R) [mirr euer] 
+Š Y: mhOr) + (C; + 2 35 bise] 
HIE 2k-1 
+Í [Ele x (1) Po ]* 5 5 nies? 
Tk-7 lil2k lil2k 
«(cre 2) Y. hier]. 
lil>k—1 
由 截断 函数 的 定义 可 知 


人 err [or 37 P (E) [i0 uten] 


lij>k 
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-T* -T* 
< Í etro)cte sar= [ e? r(w)C1dr = Ciro) e Ir, 
Tk-t Tk -t 
rd pt 4 i 2 *, 7 i 2 
| ARE mott 5 wiw) Jar 
Ty lil2k liz k-1 


ó 
- +C; + Z) rose a, 


c x 
二 C2 十 z) f eT r(u)e- 57 dr 
Tk-t 


选取 T* > 2 In MEG) 使 得 当 t > Tt TK, 


-T* 
J er [$ A ly? (67)? + (a+; F= >` lyi( 6,4) Je < s: (2.5.22) 


Tk lil ral 1 


固定 7*, 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 知 
[. e"drle: ^» 0 [lui (6-97? + lyi 05] 


lilzk 


+ Ow + (c; + T) YI Wi)? Jar 
|i|>k li|2k—1 
" £ 
«[ 十 CI 十 C2 +} fe dr 
PES + Ct + CZ + $)r(w) 
H 


(1 NE git, 
因此 , 存在 T3(e,w) > 0, 34 k > Na(e,v) 时 ， 
0 
T [e De 


lil>k 


+$ Y ies? + (C; + =) D hier < = E. (2.5.23) 


lil2k liizk-1i 


(25) [utem enter] 


3t» T(e,w), N > N*(e,w) HEMT (c,w) = metn w), To(e,w); T* (E, w) 3- Tk (w)}, 
N* = max(Ni(e,w), No(e,w), N3(e,w)}, 结合 (2.5.20), (2.5.21), (2.5.22) 和 (2.5.23) 
可 得 


y (lat, 0w, üo(8 1), 9o (8 .0w))|? + + zt, 0 iw, tip (9_1w), 99 (0 .10))| 3 <E. 


li| >2k 
(2.5.24) 
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因此 
u(t)? + ŽOP lO + va (Ou) ll + ZG) + vs Be)? 
SAOI + Ite? + 2lly (Ho)? + Plo (0e) 
«2e + 2 (Ils (Gull? + Zllys (6s). 
于 是 , 有 


y` | (t, 0,0, uo(O_1w), vo(0 .0)) P+ lo: (t, 0 0, uo(8 0), vo(6-«w)) |? & 4e. 
ilz N(e,o) v i 
因此 , 51% (2.5.3) 得 证 . 口 
引 理 2.5.4 ”对 每 个 we N, 随机 集 开 (w) 是 渐 近 紧 的 , 即 对 12 x 12 中 的 每 个 序 
Fi) (Un, Un) € S(t5,0.,,)K (0 ,,w)), Btn 一 oo 时, MEI? xl? PHAM TSI, 
证 明 采用 文献 [2] 的 证 明 方 法 . Gwen, 对 每 个 序列 {tn} :6,2, ,tn 一 
oo, `4 n oo Bf, (un(tn, 0-t W, En, Yn); Un (£n, 01, W, Zn; Yn)) € S(tn, b-t w, K (6:,w)), 
这 表明 存在 (£n, yn) € K(0 0) 满足 


(un (tn, 01,0, Tn, Yn), Un (tn, 6_4,W, Tn, Yn)) = S(tn, 6_+,,W)(In, Yn); 


H + K(w) BAAR, 那么 ， M n 足够 大 时 ， (un, Un) = S(t5,0 1, W, Zn, yn) € 
Kw), FFE (u,v) € P x P, RFP (un, vh) = S(t5,0 «0, 27, yn) BEIE 


(us (n; 0,0, Tn; Yn); ts (fn, 01,0, Tn; Yn)) DR (u, v), (2.5.25) 


在 I? x 1? 中 弱 收 敛 . 接 下 来 证 明 (u, vL) YE x 2 中 按照 范 数 强 收 敛 . 实际 上 , 由 
引 理 2.5.3 可 知 , 对 任意 的 es > 0, 存在 N*(s,w) Al Ki(e,w), 当 n 2 N*(e,w) Bf, 


1 1 
(w, G, 0_t W, Tn, yn) |? + Siwa (ta Ot. Tn, un)|?) < ge (2.5.26) 


|t]>Ki (ew) 
注意 到 (u,v) € P x Ë, 因此 , 存在 Ka(e) > 0 使 得 
.|2 1 42 Lm 
Eo» (Iud + jl ) &g (2.5.27) 


^ K(e,w) = max(Ki(e,w), Ko(e)}. 34 (i| < K(e,w) PF, 由 (2.5.25) 可 知 , 存在 NG (e, 
w) > 0, 当 n > Nj (e, w) HF, 


1 , 
X (letra tns Oty En, Yn) — wË + lehi ts tn) En, Yn) — vil?) < 
lt] <K (ew) 
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结合 (2.5.26), (2.5.27) 和 (2.5.28) 可 知 , 当 n > N*(e,w) 时， 
ll (£n, OR En Yn) — ull? + =I (ens 0s En Yn) 一 ol 


1 
= 25 (Ius (tn, 0i s En, Yn) -u + Jiwa (ta, Ot, En, Yn) — vil?) 


i| & K (ew) 
1 

+ > (as btn W, Zn, Yn) on us|? + Flvniltn, 01,0, Tn, Yn) ~ vil?) 

|i]>K(e,w) 
1 1 
«5e +2 > (lune(tn, Ot Wy) Tn; ya)l? F 7 lini (te, 01,0, Tn, un) ) 
|i] >K (ew) 
1 
+2 b» (Iu 十 Zlu?) 
ilz K (ew) 


1 1 1 
«5e + "d T 18 = ea, 


因此 , 引 理 2.5.4 得 证 . 口 
由 引 理 2.5.2、 引 理 2.5.3、 引 理 2.5.4 及 定理 2.5.1 即 可 得 到 
定理 2.5.2 MPAA RA (S(t,0 «w)hioosco £ LP x [2 中 存在 随机 吸引 子 . 
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这 一 节 研 究 无 穷 格 点 上 FitzHugh-Nagumo 系统 (2.5.3) 不 变 测 度 的 存在 唯一 
性 及 不 变 测度 的 渐 近 行为 . 但 是 , 对 施加 的 条 件 由 (2.5.4) 改 为 


(h(u1) 一 h(u2), u1 — uz) <0, Vuj,u2 € R, (2.6.1) 


仍 保留 条 件 (2.5.5). 
KHIEN us = z = (zi)iez, vs = = (yi)iez 的 系统 (2.5.3) 改写 为 如 下 的 x 
2 中 的 积分 方程 : 


| | 
wt) =us+ Í [- Au(s) + f(u(9)) — v(9)]4s + WAG), 
3 (2.6.2) 


v(t) = vs + f [ou(s) 一 óv(s)] ds + W(t), 


其 中 t > s eR, f(u) = (F(u))iez, ou M sv 以 类 似 的 方式 定义 . 

只 需 对 文献 [10, 引 理 3.1] 稍 作 改动 , 即 可 得 到 

引 理 2.6.1 假设 (2.6.1) 和 (2.5.5) RÈ, 则 对 于 任意 初 值 (Us,vs) RENT > 0, 
方程 (2.6.2) 存在 唯一 解 (u(t, s, x), v(t, s, y)) € L"(0, C[0, T], 1? x 12). 
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引入 如 下 的 12 中 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 : 


Wa,s(t) = T exp(—A(t — s))dWA (s), 


t 
Wasalt) = J expC-8t— 5) )dWa(s), 
其 中 t>se RR. 


4 


lt, 8,2) = u(t,s,z) — Was(t), — 9(5s,y) = v(t, s, y) — Ws,s(t). 


则 有 
s = — Aü — Xü + h(ü + Wy,0(t)) — 9 — Ws,, (t) — AWa (D, 
di I (2.6.3) 
dm ot — 60 + oW, s(t), 
以 及 初 值 
Üs =u, =T, Ū = u, = y. (2.6.4) 


用 | .|( 相 应 地 | |) 来 表示 12 x 12 (相应 地 , 12) 中 的 范 数 , 2 H =P x Ë. 
引 理 2.6.2 假设 (2.6.1) 和 (2.5.5) RL, 则 存在 常数 C,w > 0 使 得 
|(&(t, 8, z), v(t, s, y))l 
t 
«c (ee) + f ee nom + maa + |Ws.)(s)ds 
证 明 JHuJ& v 37r (2.6.3) fF? 内 积 后 得 
Vall? = —2(Aa, 3) — 21 + 20 (3 + WX, (0), 8) — 2(8, 8) 
—2(AW,,. (t), ü) = 2(W5,s(t), a), (2.6.5) 


ld,. n E x 
sgl = 2(ü,) — 2 |[o|f? + 2(9, Wa,s(t)). 


将 方程 (2.6.5) 的 两 个 方程 相 加 可 得 
g [aP + Fiap] 24i, aana Ter? 
=2(h(ü + Wa,o(t)), à) — 2(AWA,. (t), ë) — 2(ŭ, Wa, (t) + 2(0, Wao(t)). — 
H (2.6.1) 和 (2.5.5) 可 得 


2(h(ü + Wx,.(t)), ü) = 2(h(ü + Wx,s(t)) — h(Wp,0(t)), à) + 2(h(Wa, s(t)), 8) 
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<2|(h(Wx,.(t)), ü)| < 2] h(W»,s(t))| - |l]. 
直接 的 计算 可 得 


—2(AW),9(t), ë) < 2||Al| - |W,,.(8)|| - lal), 
—2(Ws,.(t), à) < 2||Ws,.(#)|| - ll]; 
2(W),s(t), 0) < 2||Wo,s(4)II - lll. 


HF (Ad, a) = ||Bü|? > 0, 因此 ， 
g (lal? + S161?) + zaya + 2 yay? 
«2I, (0) NE + 2AN - IW s (O [ll + awa ON - I] + 21% (0 ` rl 
4 o = min(A, ó), 则 由 范 数 的 等 价 性 知 
g (il? + SII?) + 20 (a? + Zian) 
«Ci (AWA (ON WA «DI + IW COID (lal? + Log, 


对 某 个 常数 C > 0 成 立 . 
Hi Gronwall 引 理 , 有 


(tao + Zoo?) 
š 
«726-9 (1a? Saco?) 
+o, [ e qn.) + [Wall + [Wells (2.6.6) 


再 由 范 数 的 等 价 性 可 得 


|(ŭ(t, s, us), v(t, 8, vs))] 


t 
«c (ele) + f ev. + male IWa,lpas) ; 


对 某 个 常数 C > 0 成 立 . oO 
H (2.5.5) 及 文献 [27, 第 11 BE) 即 可 证 明 下 面 引 理 
引 理 2.6.3 sup E(IA(WA,, (t))|| + Wa,s (DN + Was (t)]]) < oo. 


下 面 的 命题 在 证 明定 理 2.6.1 中 至 关 重 要 . 
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命题 2.6.1 假设 (2.6.1) 和 (2.5.5) ML, 则 存在 随机 变量 路 使 得 对 任意 的 (m, y) 
Ex? r> 0, Å 


E|(u(0, 一 六 z), v(0, —T, y)) mi 7| < De *" (|(z, y)| T 1), 


REX AE 3 D > 0 成 立 . 
证 明 首先 断言 当 r > ri > 0 时 ， 


I(u(0, T, z), v(0, —T, y)) kas (u(0, —Tl, z), v(0, —T vy))l 
«Ce "n \(u(—ri, =r, z), v(-n, —T, y)) = (z, y)l. 


> (u(t), v(t)) = (u(t, —T, z), v(t, —T, y)) T (u(t, —T1; z), v(t, STi, y)) WA 


B = AT — ME + h(u(t, —r,2)) — h(u(t, —r1,2)) — 9, 
dt (2.6.7) 
dv _ 
dt = ou 一 óv, 
及 初 值 条 件 
u(-n)-u-n,-nz)-z, v(-n)-w(-n.-ny)-v. (2.6.8) 


用 芯 与 5 分 别 与 方程 (2.6.7) fE 2 内 积 得 到 
Slt? + =o?) + 2(Au,u) + 2A ul + P3 
—(h(u(t, —r,z)) — h(u(t, —r1,z)), u(t, —r, x) — u(t, —r1,2)) < 0, 
利用 Gronwall 引 理 , B£4 t = 0 即 可 证 明 断 言 成 立 . 
进一步 地 , 由 引 理 2.6.2 可 得 
(a(7n1, —T, z), e(—n1, —T, y) 


<C (ee mme J e Cn OUCH, r) IW el + Wo,- Ode ) 


因此 
Kurs, 7,2), (^ri, =r, 9) 

«c («eaae f etm AWS) + Hall + \s,-r1D(s)ds 
+ |(W, -r (771), Wa -« (7 71))]. 

两 边 取 期 望 可 得 


E|(u(0, ~r, 2), v(0, =r, y)) — (u(0, —r1, 2), v(0, 1, 9))I 
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«Ce-""E((u(-ri, =r, 2), v0(—r1, 7,9) — (2,9) 
«ce [C+ ete sup (SIAM, 
+ HE Ws e ms (00) |. 
H 5188 2.6.3 可 得 
E|(u(0, —7, 2), v(0, =r, y) — (u(0, —r1,2), (0, r1, y))| < Ce" (C 1) WI+ 2), 
对 某 个 常数 C2 > 0 vr. 因此 
E((u(0, —r, 2), v(0, =r, y) — (u(0, —r1, 2), (0, —1,9)) < Dee" (Iz. )] + 1), 


对 某 个 常数 D > 0 成 立 . 
由 上 面 的 估计 可 知 , 当 r 一 +00 ft, (u(0, 一 7, x), v(0, —,y)) Æ L (Q, F, P; x - 
1?) 中 收敛 于 某 个 T(z,y)» 且 


E|(u(0, =r, x), v(0, —r, y)) — mz,y)| < De "" (Iz, y)] + 1). 


最 后 , 证 明 mz,y) 实际 上 是 与 (z, y) 无 关 . 对 于 任意 的 (zy) € P x P, 4 (ü(t), 
a(t) = (u(t, =r, 2), v(t, =r, y)) — (u(t, =r, 2’), v(t, —r, y')), W 


x = — Aù — àù + h(u(t, —T, z)) em h(u(t, ~r, z) b 
Ü (2.6.9) 
# ot — Ov, 
以 及 初 值 
éá(-r)-z-z', ó(-r)-y-y. (2.6.10) 


FH à 53 6 r3] 53772 (2.6.9) HE? 内 积 得 到 
g Wa + iole] + aca, à) + zala + agi? 
—(h(u(t, —r,z)) — h(u(t, =r, z’)), u(t, ^r, z) — u(t, —r,2’)) < 0. 
类 似 于 上 面 的 讨论 可 得 
\(u(t, —r, x), v(t, —7, y)) — (u(t, =r, 2’), v(t, =r, y’))] < Ce (t — z',y — y’), 
(2.6.11) 


只 要 先 令 + = 0, 再 令 r 一 +00, 命题 即 得 证 . D 
下 面 的 定理 揭示 出 了 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 的 不 变 测度 的 性 态 . 
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定理 2.6.1 假设 (2.6.1) 和 (2.5.5) ML, MAK (2.5.3) 存在 一 个 唯一 的 不 变 
RUE pp, 且 是 以 指数 速度 混合 的 . 对 任意 Borel MEM Bv, 351 一 +oo BF, Prv 88 
收敛 于 u. 

证 明 首先 断言 不 变 测度 / 恰 是 命题 2.6.1 中 的 了 的 分 布 . 

事实 上 , S u= D(n) 以 及 yp 是 五 的 任意 一 个 有 界 连续 函数 , 则 由 命题 2.6.1, 对 
任意 的 t,s > 0, 当 t — +oo B$, 


| Pevnetndau(ey -人 Pear 
-| |. P,P,edy 一 Í, Pred 
=|/ BiP.otult,0,2),0(e0,u)ldn— Í Ete) 
- |[ iret t2). 0 iy) - BPeCn)) du] — 0, (26.12) 


H (2.6.11) JAN, ( 忆 ) 是 一 个 Feller 转移 半 群 . 
类 似 地 , 24 t +00 Bf, 


| f Personau- f eQ)aut) 
H H 

-| [Bleue 0 2) v+ s oan — Í wp(lan 

H H 

ë | [Elelu 5.0.2), ot + 0,9] - Eje (nda 

m | Í Eletu(o,-t— 520, -t= sil - Ele(m))da| —À 0. (26.13) 
因此 , 由 (2.6.12) 和 (2.6.13) 可 得 | 

f Pauca = f etat. 
H H . 
H o 的 任意 性 即 可 得 知 /是 一 个 不 变 测度 . 
假设 存在 另 一 个 (Pi) 不 变 的 测度 则 对 于 石上 的 任意 有 界 连续 函数 y, 以 


Rt>0,4 
f Pip(h)dA(h) = | e(h)dX(h). (2.6.14) 
H H 


然而 , 24 t — +oo 时 ， 


Po- f pa -|Ele(u(t, 0,2), v(t, 0, y))] — Elpn)]| 
=|E[e(u(0, —t, z), v(0, 一 让 y))] s E[v(n)]l — =p. 0, (2.6.15) 
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因此 , 如 果 令 (2.6.14) 中 的 + 一 +00, WA 


Da 办 = ea， 
H H 


再 由 o ERAT p — A. 
4 x E: H Eft] —^ 7 L. Lipschitz 连续 函数 , 则 由 命题 2.6.1 知 
jazz 四- Í xtd] -ebxutt, 0,2), v 0, y) - Eb 
=|E[x(u(0, —t, x), v(0, —t, y))] — Elx(n)]| 
«Diixlhase "(fers )lz + 1), 


其 中 .luis 是 及 上 的 Lipschitz 范 数 . 因此 /是 指数 混合 的 . 
最 后 , 由 (2.6.15), 对 于 任意 的 Borel 概率 测度 > 以 及 任意 有 界 连续 函数 p, 当 t 一 
十 co 时， 


(Pino) = f Ponari — f f oduan) = f oidu) = Ho), 


D 
最 后 研究 确定 系统 的 随机 稳定 性 . 
引入 如 下 在 /2 x 2? 中 的 确定 FitzHugh-Nagumo 系统 : 
u(t) =u + Í |- Aul) + fut) - (as 
: t> s, (2.6.16) 


ot) o, + / [ou(s) — dv(s)] as. 


ARYE (us = z = (zi)iez, vs = y = (yi)iez). F (u(t, 8,2), v" (t, sy) 表示 方程 
(2.6.16) 的 弱 解 . 

接 下 来 引入 一 系列 随机 FitzHugh-Nagumo 系统 以 描述 随机 扰动 . 对 于 任意 
的 es > 0, 考虑 如 下 的 模型 : 


u(t) = u, + J i |- Au(s) + f (u(s))) — v(s)] ds + W: (t), 
ot t>s (2.6.17) 
v(t) = v, + n [ou(s) 一 àv(s)] ds + W; (t) 


和 初 值 (ws = z = (zi)iez; vs = y = (yi)iez), 其 中 
Wi (t,w) = > atul (tje, Wz(tw)- >` bw? (t)e’, (2.6.18) 


ie Z i€EZ 
(af)iez, (bf)iez € 2, 并 上 且 suplaf| < Ce, sup | 好 | < Ce 对 某 个 常数 G > 0 成 立 . < 是 
用 来 控制 噪声 规模 的 量 . 
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由 引 理 2.6.1 可 知 , 对 不 同 的 方程 (2.6.17) 存在 唯一 弱 解 (us (t, s, x), v* (t, s, y)), 
因此 有 相应 的 转移 半 群 (Pe). 进一步 , 由 命题 2.6.1 和 定理 2.6.1 A, 相应 地 得 到 一 
系列 随机 变量 7 和 不 变 测度 ys. 

作为 引 理 2.6.2 的 特例 , 有 

引 理 2.6.4 假设 (2.6.1) 成 立 , 则 存在 常数 C,w > 0 使 得 


(u (t, s, z), v" (t, s, y))| < Ce“ ((z, y)]. 


由 上 面 的 引 理 可 知 , bo = 5(0,0) 是 系统 (2.6.16) 的 不 变 测 度 . 下 面 证 明 本 节 的 重 
要 定理 . i 
定理 2.6.2 假设 (2.6.1) 和 (2.5.5) ML, Me 一 0 时 , 1 88 ACT 0o, 即 确定 
FitzHugh-Nagumo 系统 是 弱 随 机 稳定 的 . 
证 明 对 于 某 个 (z,y) EH, 3 
(ü(t), (t)) = (u° (t, —r, £), v*(t, =r, y)) 一 (u(t, —r,z), v(t, —r,y)) 


其 中 t,r > 0, WA 


u(t) = ü + J. | 一 Aii(s) + f(u*(t, —,2)) — f (u9(t, =r, 2)) 一 š(e)] ds +W{(t), 


i2s 
ölt) = ðr + J [oii(s) — 55s) as + wa o). 
P (2.6.19) 
TI (ŭ- = 0,Y_ = 0). 
引信 如 下 的 及 中 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 : 
WE) = Í ext - s))aws(s), 
t 
Wil) = f ewCót- s)aws(s). 
4 
u(t, =r, x) = u(t, —r, z) — Wy -r (t), V(t, —r, y) = w(t, —r, y) — W$ _, (t). 
则 有 
TET Aŭ — Xù + h(us(t,—r,z)) — h(u9(t,—r,z)) — ó + W£ g(t) — AWE) 
fs = ot — öö + W$ (t) 
(2.6.20) 


及 初 值 
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i_,=0, #,=0. (2.6.21) 
对 方程 (2.6.20) (EAR, 类 似 于 命题 2.6.1 的 讨论 可 以 证 明 
|(i(t, =T, ŭ-r), v(t, r, t_r))| 
t 
«c Ge + fee hw ue mz a I, yd) | 
因此 
|(a(0, =f}; ti_,), o(0, =f; b-_,))| 
0 
«c (a-ni) + f ERWE, N+ NWS, -ll + Iw... Ioas) 
+ IWE (ON + ws 7 
今 + — oo, 得 到 
0 
Int (0, «c {er Ib I Iz al + IWS, oll ()ds 
+ WE (ON + W3,- (0)| 


«C sup (WA... + ČE sup IW, _. (DI 
t<0 W tgo 
+ EEY sup We 人 (2.6.22) 
t<0 
HEF af All ot HORE AT k, 

IW. < Gel f exp(at - s))aW (s), (2.6.23) 
及 t 

We... (I < Ĉe / exp(—ó(t — s))dWa(s)| . (2.6.24) 


类 似 与 引 理 2.6.3 证 明 , 可 以 证 明 


EE n exp(—A(t — s))dWi(s)| + Te exp(—ó(t — s))dW2(s) | < oo. (2.6.25) 
因此 , 结合 (2.6.22)~(2.6.25), WA ` 
lim El|v* — (0,0)| = 0. (2.6.26) 


注意 到 7 的 分 布 是 ys, 证 毕 . D 
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第 3 章 ”随机 时 滞 偏 微分 方程 的 吸引 子 与 惯性 流 形 


这 一 章 先 研究 一 类 时 滞 抛 物 方程 的 随机 吸引 子 的 存在 性 , 再 研究 其 遍历 性 和 随 
机 稳定 性 , 最 后 研究 随机 时 消耗 散 波 方程 的 随机 惯性 流 形 . 


3.1 随机 时 滞 抛 物 方程 的 随机 吸引 子 


这 一 节 研 究 加 性 噪声 驱动 的 时 滞 抛 物 方程 : 


ôt ru (3.1.1) 


| Pultz) | Ault, 2) + bu(t,z) = P(ue)(z) + s: Bile) Say (D, z € O, 
u(0, z) = uo(z), u(s, x) = p(s, x), sE (=r; 0), 


其 中 是 R"™ 中 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 , 5 是 一 个 非 负 常数 , (;) 7. 为 定义 在 O 
上 的 给 定 函 数 ，4 是 一 个 稠 定 的 具有 紧 的 预 解 集 的 自 伴 线性 算 子 , HERA D(A) 
c L2(O) (例如 , 具有 Dirichlet FHAR -A AF), A: D(A) 一 PORA RE 
HE {A}, 满足 0 < X < A < +++ Ak — ofk — oo). F : L2(—r,0; L2(O)) > . 
L2(O) 是 含有 时 滞 项 的 非 线性 项 , 并 存在 1, ko, ka > 0, 使 得 对 所 有 的 & € L2(—r, 0; 
L2(O)),n € L2(O), 都 有 


0 
IEE), zo) < klinilaro + kz i [€(s)Zacoyds ths, (3.1.2) 


其 中 (u; a 是 相互 独立 的 双边 实 值 Wiener 过 程 . 

关于 随机 抛物 方程 的 随机 吸引 子 的 文献 很 多 , 但 是 , 关于 随机 时 滞 抛 物 方程 的 
随机 吸引 子 的 文献 不 多 . 本 节 证 明 含有 一 般 时 滞 的 随机 抛物 方程 的 随机 吸引 子 的 
存在 性 及 其 上 半 连 续 性 . 

为 便于 讨论 , 引入 下 面 的 记号 : H = LO), 相应 的 内 积 为 (.,)， 范 数 为 | . |, 
V = D(43), 其 上 的 内 积 为 ((,)), 相应 的 范 数 为 || : ||, 其 中 , 对 任意 的 u,v c V, 
((u,v)) = (Ašu, A3v). 另外 , || [lop 为 算 子 范 数 , Bx (a,p) 为 Banach 空间 {Zz € X : 
llz—al|x < p) 中 的 闭 球 . Sa > 8, 则 由 文献 [8] 可 知 , 空间 D(4°) RRAS D(A45). 
特别 地 , V C H = H' c V', 其 中 H' 是 空间 互 的 对 偶 空 间 , 且 内 射 是 稠密 的 和 紧 
的 , 并 且 对 所 有 的 we V, WE lul < AP? Hull. 

WET >T, u: (r — r,T) — H, 对 每 个 t € (r, T),u HE XE (—7,0) EM PK 
SiC u,(s) = u(t+s),s € (—r,0), 定义 函数 空间 L2, = L2(—r,0; H), L2, = L2(—r,0; V), 
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Cu = C([-7,0]; H), Cy = C([-r, 0]; V). 
BEF: Là H WE F 1892815: 
(H1) X vM > 0, 都 存在 Lk,m， 当 (u(0), u), (v(0), v) € Bux, (0, M) 时 ， 
IF(u) — F(9)P < Le (lu(0) — v(0)? + Ilu — v?llzg ); 
(H2) 存在 常数 ki, ka, ka 2 0, 使 得 对 VE € L2 7] € H, 都 有 
D 
(PO MD < hal? + o Í Ie) Pda + ks. (3.1.3) 
由 Risez 表示 定理 可 知 
0 
IPO = IIF (Olla, = sup (F5, Sh + ka J IE(s)|?ds + ks, (3.1.4) 
7|= -r 


这 表明 算 子 已 : 区 一 如是 有 界 的 . 
假设 5 是 非 负 常 数 ,wo € H,v € L2,. 接 下 来 证 明 下 面 的 随机 时 灌 抛 物 方程 


du(t) + (Au(t) + bu(t)) dt = F(u,)dt + Y Bidw; (3.1.5) 
j=l 
满足 
u(r)-— uo, u(r-cs)-—-wv(s) se(-r,0) (3.1.6) 


的 解 生成 一 个 连续 的 随机 动力 系统 , 其 中 (55), C V, {wy}, 是 概率 空间 (Q, 
F, P) 上 的 独立 的 双边 实 值 Wiener 过 程 . 令 


Q = {w = (ww ,Wm) € C(R;R™) : w(0) = 0), (3.1.7) 


F 是 由 QQ 的 紧 开 拓扑 诱导 出 的 Borel e fV, P 4 (Q, Z) 的 正 、 负 时 间 部 分 两 个 
Wiener 测度 的 乘积 测度 . 则 有 


(wi(t,w), Ww2(t, Ww), ,Wm(t,w)) =w(t), te. (3.1.8) 
定义 时 间 平 移 
hwl) 2w(---t)-w(), 2 € Q, teo. (3.1.9) 
则 它 是 一 个 遍历 的 变换 群 , (Q. Z, P, (Oher) 是 一 个 度量 动力 系统 . 
令 1 是 一 个 正 数 (MERE). 对 每 个 7 = 1,… m, 考虑 一 个 Ornstein- 


Uhlenbeck 方程 : 
dz;(t) = —pz;(t)dt + dw;(t). (3.1.10) 
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容易 看 出 , 方程 (3.1.10) 的 稳 态 解 为 


t 
z;(t) -f e~r- dw; (s), te9. (3.1.11) 
4 z(t) = DT, Biz; (t), 则 由 方程 (3.1.10) 可 知 


m 
dz = —uz + Y, Bjdw;. (3.1.12) 


j=1 


随机 过 程 z(t) 又 称 为 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 , 其 具有 下 面 的 性 质 : 
(1) z(t) 是 连续 的 高 斯 过 程 , A E(z(t)) =0; 
(2) 4 8 = ?2118;|. 则 对 所 有 的 te 8, FE u > 0 满足 


BmE|z (t)| € 1. 


事实 上 , 24 y — ooff, (Els (0)? < Ela (t)? = vara (t) 一 0, 由 遍历 定理 可 


A 
im, gag J a< im, == | 03 stele 
—BmE)|a (t)| < 1. (3.1.13) 
注意 到 
a - 2) = : J. z;(s)ds + unn) (3.1.14) 
则 有 
„lim zc) =0, P-as., (3.1.15) 
n e-*(-9 (| Az(s)|? + |z(s)|?)ds < oo, (3.1.16) 
f f. e^ (t79) (s + s1)|?dsids < oo, (3.1.17) 
其 中 co 是 一 个 正常 数 . 
4 v(t) = u(t) — z(t), 则 vw 满足 下 面 的 方程 
a + Av + bu = F(u + z+) + (uz — Az — bz). (3.1.18) 
及 相应 的 初 值 条 件 


v(t, w) = wo 一 z(riw) 全 oo(w)， 
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v(r +s) = v(s) — z(T + 8,w) 2 E(s,w), s € (-—r,0). (3.1.19) 


注意 到 随机 过 程 z(t) 是 P-a.s. 连续 的 , 因此 , 类 似 于 文献 [18] 中 定理 3.1 的 证 
明 可 知 , 对 P-as. w € Q 及 所 有 的 vo(w) € H, Ew) € L, 方程 (3.118) 和 
(3.1.19) 存在 唯一 的 弱 解 v(t w; 7, (vo, £)), 并 且 对 所 有 的 上 > 7, AIRE H x L2, P 
关于 (vow), £(w)) 连续 . 

定理 3.1.1 假设 (H1)~ (H2) RX. 则 对 于 P-a.s. w € Q, 

(a) wR (vow), (w)) € H x L3, 则 系统 (3.1.18) ~ (3.1.19) 存在 唯一 的 弱 解 ， 
Bp 

v(- ,w) € L?(r —r, T; H) NL?(7,T;V) NL™ (7,7; H) n C([r, T]; H), 

方程 (3.1.18) EV’ 中 分 布 意义 下 成 立 ; 

(b) 如 果 (vo(u), £(w)) € V x 12,, 则 方程 (3.1.18)~(3.1.19) 的 解 是 强 解 , H 


v(- ,w) € L*(7,T; D(A)) n C([r. T]; V), ET ,u) € L?(r, T; H), 


方程 (3.118) 在 D?(r, T; H) RÈ, 特别 地 ,对 几乎 每 个 t € [r, T], FF (3.1.18) ~ 
(3.1.19) Æ H P RŽ; 

(c) 4 v(t,w; T, (vo, £)) ARK (3.1.18) ~ (3.1.19) 的 解 , 则 对 所 有 的 t > T, WE 
Ht (vo, £) ^, (v(t wi T, (vo, £)), vi; T, (vo, €))) 是 连续 的 . 

4 u(t,w; T, (uo, Y)) = v (tu; T, (uo — z(r), v — z-)) + z(t). Wau 是 系统 (3.1.5) 
和 (3.1.6) 的 解 . 

定义 乘积 空间 Mg, = H x L2, 容易 验证 , M$ 是 一 个 Hilbert 空 间 , 其 上 的 范 数 
为 0 

Ieo bihag = luo + f w(sfds, Vus.) € Md 


下 面 定义 映射 sR x 2 x M$ > M2: 


p(t, w)(uo, p) P (u(t, w; 0, (uo, w)), ut(- í, t; 0, (uo, 1) 
= (v (t, 0; 0, (vo, £)) + z(t), ve ( ,0;0, (vo, £)) + ze), (3.1.20) 


则 yp 满 足 定义 1.1.2 中 的 条 件 (i) ~ Gü). 因此 ，y 是 由 随机 时 滞 抛 物 方程 的 解 定 义 
的 连续 随机 动力 系统 . 
为 了 得 到 空间 M3 中 的 有 界 随机 吸收 集 的 存在 性 和 紧 性 , 下 面 先 给 出 解 在 不 同 
空间 中 的 估计 式 , 并 证 明 Cy 中 的 吸收 集 在 Cy 中 是 紧 的 . 
定义 
v() = v( ,w;7, (v0,é€)), ul) = uC ,w;7, (uo, V)). 
BE o € Q, 则 对 P-a.s., 有 
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引 理 3.1.1 R à + b > ki + kar, MARK (3.1.18) ~ (3.1.19) 的 解 v(t) 满足 


2k 
lv(£)? < e~ 4-7) vo]? + 2(ka + eo)re 7-7) |e? || ra. + Cp(t,w) + = P-a.s., 


(3.1.21) 
XT, lo, C0, E0 为 只 依赖 于 i, ki, ka, T 的 正常 数 ， Cplt, w) 是 依赖 于 TL, lo, €o 和 z(t) 的 
P-a.s. 有 限 的 随机 过 程 . 
证 明 由 于 入 1 十 b > ki 十 ko7, 故 选择 充分 小 的 10,co,eo 使 得 和 1 十 b> ki + (k2 + 
so)recor + £ + lo MIE. 


FH v(t) 5577 (3.1.18) 作 内 积 可 得 


IP + Ilo eI? + blo(o? 


=(F (ve + zi), v(t)) + (uzlt) — Azt) — belt), (0) 
<Shls(0 + (ba efie, + (Ba 25) ie, + tsa 


+ ai lusto — Az(t) — bz(£) + lo|o(t)|2. (3.1.22) 
4 


0 
pi(t,w) := P (r + =) M |z(t + 0)|2d40 + i, luto — Az(t) — bz(t)? 


, (3.1.23) 
则 由 Poincaré 不 等 式 可 得 f 


d 0 
qlee)? + 2(A1 +b — ki — Ip) u(t) |? < 2(k> + &o) J lv(t + 0)|2d0 + pi (t, c») + 2k3, 
l (3.1.24) 


5 (lv?) =coe°t|o(2)2 + et lvl 
«2e^ot ( = (x +b- kı — l — 2 JIvoP 
: 1 
+ (kz + £0) / lv(t + 6)/2d0 + spi(t,w) + ks). (3.1.25) 
对 上 式 从 > 到 + 积分 后 可 得 


e^'|v(t)]* — e°” |v(7)? 


t 
<-2 (^s 十 b 一 ji 一 1o 一 2) / e*?* v(s)|?ds 
T 


: t 0 t 
+ 2(ke + co) Í / ecos|u(s + 81) |?dsids + Í e^*pi(s, w)ds + Ts erot 一 eco7) 
T — T 
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t 
一 2 (^. +b- kı — (k2 + &o)re" — lo — 2) j e** v(s)|?ds 
TT 7 2 cos 2k3 t 
+ 2(ke + &o)re / ju(s)|"ds + | e^*pi(s,w)ds + uw : (3.1.26) 
FH (3.1.16) 和 (3.1.17) 可 得 , 存在 P-a.s. 有 限 的 随机 过 程 C, (t, w) 使 得 
t t 
f e (t=) ps (s, w)ds < / e~(t-8) 91 (5, w)ds < Cp(t,w) < oo, P-as. (3.1.27) 
成 立 , 故 有 
Iv(£)]? «e^ vo]? + 2(kə 十 eco)re-cot El 
t entis 2ks 
+ e ^ pi(s,w)ds + ae 


2k. 
«e (8-7) yg |? + 2(k2 + eo)re OC“? IIE 7 9 + Cp(t,w) + ru (3.1.28) 


因此 , 该 引 理 得 证 . 口 
由 引 理 3.1.1 可 知 , 对 于 给 定 的 (uo, £) € Bm3 (0, d), fF TE Tu (d) > r, 使 得 


4k3 
TAIA = Kee ju(t + s)|? < C, (tu) ns m T <t—Tp(d). 


4 ph (t,w) = Cp(t,w) + rx 
引 理 3.1.2 ”如果 和 il +b > ki + kor, MECH PHEMMEBR pn (tu) 使 得 
对 所 有 的 (vo, €) € Bu (0, d), AA Tu (d) > r BR 


llve(- w; T, (v0,€) lon € pu(t,w), Wr<t—Ty(d). (3.1.29) 
为 证 明 在 Cy 中 随机 吸收 集 的 存在 性 , 需要 得 到 (7^ ; |Iv(s)||?ds 的 估计 . 
引 理 3.1.3 对 所 有 的 (vo, £) € Bm3 (0. d), MEE Ta (d) > 7 及 P-as. APRA 

随机 过 程 Jy(t,w) HL 

f llv(s))?ds < Iy(t,w), Vr«t- Tu(d) P-a.s.. (3.1.30) 

t—1 
证 明 由 (3.2.9) 可 得 

aget t)2+ (1+ (ki + 19)35 `) ||o(e)| 


<(ke + £0) a [v(t 十 81)|?ds; + spilt, w) + kg. (3.1.31) 
-r 
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从 t 一 1 到 t 积 分 后 可 得 


1 2 2 -1 Ë 2 
5 (WOP - lot = DP) + (1+ 06 +AT?) f. Il de 


i 0 t 
&(ka + €0) 1 f Ius + 6) dáds + 3 y. pi(s,w) + kads, (3.1.32) 
t-1J-r t-1 


t 
(Lx?) Í eds 
t—1 
2,1 f 1 2 
<(k2+e€o)r sup |o(s)”+ pi(s,w)ds + =|v(s)| + ks. (3.1.33) 
s€[t-Fi,t—T) 2 Jia 2 


因此 , TEXE Tg (d) > r, 使 得 当 r < t — Tu (d) B$, 
f i ||v(s)||?ds < Iv (t, o), (3.1.34) 


其 中 


Iv (t,w) 
NENE E 
14 (5l) 

引 理 得 证 . 口 


引 理 3.1.4 55132 3.1.2 的 假设 成 立 且 ki <1, W| £ Cv PHAM pv (t, 
w) 使 得 对 所 有 的 Tr < t — Tn (d) — r, (vo, €) € Bm3 (0, d), 


((w 十 so)r 十 =) ei (ts) + Jo + ka) . (3.1.35) 


lv w57, (vo, £))llev < pv (tw) (3.1.36) 


AŽ. 
WEBB 给 定 (vo, £) € Byz (0, d), 选择 i > 04818 ki + <1. JH Av(t) SHB 
(3.1.18) 作 内 积 后 可 得 


P lvo? + |Av(£)? + bl|v(£)]? 


=(F(u + z), Av(t)) + (uz(t) — Az(t) — bz(t), Av(t)) 
«aL Av()f* + (ka eo)| foll, + (ha + Xlll, + b 


+ 1,|Au(t)|? + ai met — Az(t) — bz(t)|?. (3.1.37) 
 pa(t,w) := 2(ke + A Nleellza, + zi; uz(t) 一 Az(t) — bz(£)|?, WA 


gl +2(1— kı — l) |Av(t)/? 
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0 

«2(ko + eo) / [u(t + s)|2ds + palt,w) +2ks, — (3.138) 
0 

S IP? <2(ko + £o) | |u(t + s)|2ds + po(t,w) + 2ks. — (3.1.39) 


由 引 理 3.1.2 可 知 , 存在 Trzr(d), 使 得 当 r < t — Tg (d) B, 
lv(£)] < eu (to), 
由 引 理 3.1.3 可 得 
/las < 1t.) 
在 [s, t] X428 (3.1.39) 关于 + 积分 后 得 到 
Ile CI? — |lv(s)||? < 2(k2 + eo) | 人 i |v(s + id + / “pa(s,w)do + 2s — 9). 


(3.1.40) 
再 在 [t — 1, t] EXT s 积分 后 得 到 


lv)? < T * Ilv(s)li*ds + 2(ks 4- eo) Í ' f: E ER isi f © pals.) tik 
<Iv (t, w) + 2(k2 + &o)rp5 (t, w) +f p2(s,w)ds + 2ka. (3.1.41) 


于 是 对 所 有 的 r < t — Ta (d) — r. 


ll sws T, (v0, lle, = max, Ilol + s)IP 


< E Ure + 2(ka + &o)rp2; (s,w) + noo + 23 
£p? (t, w), (3.1.42) 
引 理 证 毕 . | a 
定理 3.1.2 如 果 (H1) ~ (H2) 成 立 , A1 +b > ki thor, ki < 1. W| dg opos ae gu 
物 方程 (3.1.18) ~ (3.1.19) 的 解 生 成 的 随机 动力 系统 p 存 在 随机 吸引 子 ， Au (w) C 
H x Cg, 3t E. 
Plt, w) Am3 (w) = Amz (w). (3.1.43) 


证 明 令 Pc, : Hx Cr 一 Cr 为 投影 算 子 . 对 任意 的 we Q, 构造 随机 集 


K(w) = U Pox (er. w)(n (0), 91) - (3.1.44) 


pı €Boy, (0, pv (0,w)) 
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HF py (0, w) YE Cy 中 是 P-a.s. 有 界 吸收 集 , 因此 随机 集 天 (w) C pv(0,w) 也 是 Cy 中 
的 P-a.s. 有 界 随机 吸收 集 . 

下 面 用 Ascoli-Arzela 引 理 证 明 K (w) Æ Cy 是 相对 紧 的 . 为 此 , 需 验证 K (o) 是 
等 度 连续 和 一 致 有 界 的 . 一 致 有 界 性 可 由 天 (w) 定义 直接 得 到 , 下面 证 明 K (o) 是 等 
度 连续 的 . 

注意 到 , 4 ti, te € [77,0], v1 € Boy (0, pv,e(0,w)) 时 , 


| (Pon P(r, w)( (0), V1)) (t1) Bi (Pos er, w)(vn (0), v1)) (t2)| 
=|u(r + t1,w;0, (v1(0), 1)) 一 u(r + i2,w; 0, (V (0), V1))l. (3.1.45) 


4 u() = u(- ,w;0, (v1 (0), ¥1)), 假设 >ti, 则 有 


lu(r + tı) — u(r + te)| 
<|v(r + ti) — v(r + t2)| + |z(r + t1) — z(r + t2)| 


r+t2 d 
< f Tt 
ri dt 


7 十 t2 
< J (14v(2)] + blo(t)| + |F (ve + ze) dt 
r+ti 


+ |z(r + t1) — z(r + to)| 


+ Q^ |uz(t) — Az(t) — bz(t)|dt + |z(r + t1) — z(r + 2) . (3.1.46) 
r+t, 


下 面 估计 方程 右边 的 每 一 项 . f 
(i) 由 于 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 轨道 是 P-a.s. 连续 的 , 因此 在 有 限 区 间 [0, r] 
E, z(5 w) 和 Az(-,w) 都 是 一 致 连续 的 , 因此 , 4 te — t BY, 


Í y |uz(t) — Az(t) — bz(t)|dt — 0. (3.1.47) 
r+ti 
(ü) 由 (3.1.38) 可 得 
1—k,—1,)|Av(t)|? < (k ” lo(t+ dst he 2. (3.1.4 
(1—-k -h)|Av(t) < ( ateo) f. |u(t+s)| s+ 5pal(t,w)+ks— 5 llv()|I". (3.1.48) 
由 于 


T 十 t2 
(= 各 二 1) J | Av(t)|2dt 
š r+ti 


0 r+t2 1 r+t2 
«(ka + £0) J 7 lu(t + s)[Pdtds + 1 / le EE N EN 
—r Jr+ti 2 r+tı 


JN d T 
一 二 —||v(t)||*dt 
af, giv 


122 3833€. PAVUNA NAN BRR FRERE 
1 T+t2 
和 (lo + ka + €0)rp3;(t2 — t1) + 5 J , pa(t,w)dt, 
Ti 
+o + lle + OIP — Flo + 62), (3.1.49) 
因此 
7 十 t2 7 十 t2 š 
f [Av(Dlat < (ta — ty)? - ( n jav) Sub pend 
r+ty r+ty 
(iii) 直接 计算 可 得 
T 
f blv(t)|dt < bon (£,u)lta — th]. 
r+ti 


(iv) 再 由 (3.1.3) 可 得 


r+te r+t2 0 
f... Peas f (s +b Í Inti Pas ks) dt 
r+ti ri -r 


0 r+ta 
< (ki + k3) (t2 — ti) + ka f J lv(£ + s) + z(t + s)|?dtds 
—r Jr+ti 


< (ki + ks + (k2 + eo)rp2 + pi(t,w))(t2 — tı). (3.1.50) 
综 上 所 述 , 4 t2 — tı B$, 
lu(r + 12) xe u(r F t1)| — 0, vw € Boy (0, pv (0,w)). 


因此 , 等 度 连续 性 得 证 . 

FH, K(w) TE Cy 中 是 相对 紧 的 . Ko) TE Cr 中 是 一 个 紧 的 吸收 集 , 其 中 , p 
包 是 在 Cy 中 取 的 . 

考虑 线性 算 子 7 : $ € Cr — j($) = (60,9) € H x Cy. 容易 验证 该 算 子 是 
M Cu 到 M8 上 的 连续 算 子 . 令 天 (w) = j(K(w)). HFH x Cr c M2, 并 且 内 射 是 
连续 的 , Ko) 是 M2 中 的 紧 集 . 

因此 由 文献 [2] 中 定理 3.11 可 知 , 随机 动力 系统 2 存在 随机 吸引 子 Aw) C 
H x Cy P-as., H 

p(t, w) Amz (w) = Amg (Aw). (3.1.51) 


定理 3.1.2 证 毕 . a 
接 下 来 证 明 随 机 吸引 子 的 上 半 连 续 性 . 考虑 依赖 于 的 随机 扰动 时 滞 抛 物 方程 


Ou(t, z) < s j : j 
| — + Au(t,z) + bu(t,z) = F(ue)(2) + £2. Bogo, £ e (3.1.52) 


u(0,z) = uo(r), u(s,z)= (sz) s€ (-r,0). 
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4 v(t) = u(t) — ez(t), 则 "满足 依赖 于 随机 参数 的 方程 
= + Av + bu = F(w + ez) + e(uz — Az — bz) (3.1.53) 
及 相应 的 初 值 条 件 
v(r,w) = uo — ez(r,w) Š vo(w), 
v(r + s) = v(s) — ez(r--s,w) $£(s,w), s e€ (-r,0). (3.1.54) 


类 似 于 文献 [18] 中 定理 3.1 的 证 明 可 知 , 对 每 个 ee Rt, H (3.1.53) ~ (3.1.54) 
存在 唯一 的 弱 解 v(t, Qo; T, (vo, €)), JF HER ÁN (vo; £) nd (v(t, UT, (vo, £)) CAG 3457, (vo, 
€))) 是 连续 的 , 可 定义 依赖 于 < 的 映射 为 pe :Rx Q x MZ, —5 ME IF: 

e(t, w)(uo, V) = (u(t, w; 0, (uo, Y)), ul: ,w; 0, (uo, V))) 
= (v (t, 0; 0, (vo, £)) + z(t), ve (- ,w;0, (vo,£)) + ezt). (3.1.55) 


因此 , o; 是 连续 的 随机 动力 系统 . 
4 
Pi (to) = eC, (tu) + =, 


1 
1+ (k +lo)Az" 


Ust) 十 2(k2 + Eo)T Pir e (5, ) + ef p2(s1,w)ds, + 23 ° 
s—-1 


1 2 : e? t 
Ive(t,w) = ( (ia 十 Ecojr 十 =) pw) 二 二 | pds,o)ds + ks ), 
2 , 2 Jia 


2 
t = 
Dy,e (t, w) E P 


类 似 于 引 理 3.1.1 和 引 理 3.1.4 的 证 明 , 可 以 在 不 同 空间 中 得 到 解 的 不 同 估计 . 

iiw) = u(- 3457, (vo, £)). 则 有 

引 理 3.1.5 如果 和 li 十 > ki + kor, 则 方程 (3.1.53) ~ (3.1.54) 的 解 v(t) 满足 

(i) 

|v(t)|? «e^ €7? jug |? + 2(ka + &o)re- 77? tell za. 
+ € C, (bu) + = Bika: (3.1.56) 

(ii) 对 所 有 的 (vo, €) € Bu, (0, d), RA Tu (d) > r, 使 得 当 T <t-Ty(d)-r Bh, 

x 
t 
[Ioas < Ivett), WOP < pelt). 


因此 ， Bo, (0, pH,elt, w)) 和 Boy (0, pv,e(t, w)) 分 别 是 随机 动力 系统 在 CH 和 Cv 
中 的 吸收 集 . 
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令 
KW= U Poy (ero) (hs (0), 2) 
V1€ Boy (0,pv,e (0,w)) 
类 似 于 定理 3.1.2 的 证 明 可 得 


定理 3.1.3 假设 (H1)~(H2) 成 立 ， 和 Xi +b > ki + kor B ky < 1. 则 由 系统 
(3.1.52) 的 解 生成 的 随机 动力 系统 pe 存在 随机 吸引 子 .4e(w) C H x Cg, E. 


Pe(t,w)Ae(w) = Ae (610). (3.1.57) 
注意 到 , 246 = 0 时 , MOLI BIL AIAN : 


Sule z) + Au(t,z) + bu(t, £), = F(u)(z) = € O, 
u(0, z) =uo(z), %u(s,z) = p(s, z), s€ (=r, 0), 


容易 验证 , 上 述 自治 系统 存在 整体 吸引 子 . 现在 讨论 整体 吸引 子 和 随机 吸引 子 之 间 
的 联系 . 下 面 利用 文献 [5] 的 思想 证 明 在 随机 扰动 下 , 自治 情形 的 整体 吸引 子 是 上 
半 连 续 的 . 

HES e = 0, 由 定理 3.1.3 可 知 , 由 系统 (3.1.58) 的 解 生成 的 自治 动力 系统 存 
在 整体 吸引 子 . 然而 , 需要 指出 , 由 文献 [18] 中 的 命题 4.1 可 知 , 系统 (3.1.58) 的 一 
致 吸引 子 是 存在 的 . 由 文献 [5] 关于 扰动 系统 的 吸引 子 的 上 半 连 续 性 可 知 , 在 随机 
扰动 下 , 自治 情形 (3.1.58) 的 整体 吸引 子 上 半 连 续 到 随机 吸引 子 . 

定理 3.1.4 hy. A (3.1.20) 的 解 生 成 的 随机 动力 系统 ， 5 为 (3.1.58) 的 解 生 
成 的 自治 动力 系统 , 相应 的 吸引 子 分 别 为 Ae(w) 和 A， 则 当 e 一 ORT, Ae(w) 关 于 
Hausdorff 半 距 离 连 续 到 A, Ep x+ P-a.s. w € Q, 


(3.1.58) 


lim dist(Ae(w), A) = 0. (3.1.59) 


证 明 为 了 应 用 文献 [5] 中 的 定理 3.1, 需要 验证 下 面 两 个 条 件 : 
条 件 1. 对 每 个 P-a.s. w € Q, t € R, 及 M2, 有 界 集中 的 元 素 (u,v), 都 有 
lim [lee (t, w)(uo, v) — S(t)(uo; @)llug, = 0, (3.1.60) 
FH (3.1.20) 可 得 
lpe(t, or) (uo, V) — S(t)(uo; v)|| ae, 
«|I(v(t, w; 0, (uo = €z(0), v 2 20))， vil- w; 0, (uo 一 ez(0), V 2 29))) us S(t)(uo, Vm 
+ lel :||(z(t,w), m C Moa, - 
注意 到 z(t) 是 P-a.s. 的 连续 函数 v(t,w;0, (uo — €z(0), V — zo)) II S(t)(uo, v) Æ 
下 面 方程 的 解 : 


dv 


at Av + bv = F(w + Ezt) + e(uz — Az — bz), 
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E + Au + bu = F (u). 


五 满足 必要 的 假设 条 件 , 由 泛 函 微分 方程 的 解 的 连续 依赖 性 可 知 , He — 0 时 , v(t, w; 
0, (uo — &z(0), — zo)) — S(t)(uo, v). 因此 ， 条 件 1 得 证 . 

条 件 2， 可 以 证 明 ,， 对 每 个 w e Q, 对 P-a.s， 的 Ke(w) D A-(w), K 5 A, 
K.(w) 入 满足 下 面 的 性 质 : 


lim dist(Ke(w), K) = 0. (3.1.61) 
事实 上 , 只 需 证 明 在 三 个 不 同 的 函数 空间 中 这 些 吸收 球 半径 的 极限 满足 
lim grelt) = Ë = phe, (3.1.62) 


1 1 
—— t k = ) pz k3 | = Tyo, (3.1.63 
rri ret (ete 3) th) = Bo, 16). 


lim DV, e(t, w) = Ivo + 2(k2 + €0)rpizo + 2ks = pvo- (3.1.64) 
因此 


lim Tv,e(t,w) = 


lim dist(Bc,, (0, pH,e (0, w)), Bo, (0, pH,0)) =0, 
lim dist( Bc; (0, pv,« (0, w)), Boy (0, pvo)) 一 0. 


类 似 于 引 理 3.1.1 ~ 引 理 3.1.4 可 以 证 明 , 方程 (3.1.58) 的 解 生成 的 自治 动力 系统 ， 
exo 和 pvo 分 别 是 由 自治 动力 系统 在 Ca 和 Cy 空间 的 吸收 球 的 半径 . 由 紧 的 吸收 
集 K, (o) 的 构造 和 随机 动力 系统 o, 的 连续 性 可 知 , 断言 成 立 , 于 是 定理 得 证 D 

最 后 , 作为 应 用 , 研究 一 个 音 种 群 具 有 状态 依赖 的 分 布 时 洪 和 加 性 白 噪声 驱动 
的 非 局 部 偏 微 分 方程 模型 


2 u(t,2) + Au(t, x) + dou(t, z) 
0 m 
= | ([ ott ie- yay] eet a 26 s(t 
f 2 
=F(u)(z) Y 6, (z) wlt), = e O, (3.1.65) 
j—1 


其 中 ,5 表示 状态 的 时 滞 . 该 模型 中 的 时 沾 反 馈 是 可 选 的 , 例如 时 滞 出 生 率 中 的 成 熟 
期 等 , 并 且 选 择 依赖 于 系统 的 状态 ， 该 偏 微分 方程 模型 可 以 看 作 是 含有 空间 扩散 ， 
状态 依赖 的 分 布 时 滞 和 随机 扰动 的 是 非 线性 发 展 过 程 的 很 好 的 近似 , 与 文献 [24] 中 
关于 模型 非 线性 项 的 假设 相同 , 即 

(i) b: R — R ÆR Lipschitz 连续 , 存在 正常 数 Ci, C2, 使 得 对 所 有 的 we RY 
JE |b(w)| < Calw| +C>; 
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(ü) f: Q — REA RH; 

(iii) £ : [~r,0] x H x L2, > R 关于 第 二 、 三 变 元 是 局 部 Lipschitz 的 , 即 对 任 
Ë M > 0, 都 存在 Le,m, 使 得 对 所 有 的 9 € [—r,0], 及 满足 loil? 上 + f°. |: (s)]2ds < M?, 
í = 1,2 BJ (vt, yt) € H x L2, RA 


0 3 
I£(0, uv", *)—E(8, ^, YP) < Lem: c —v P+ ji lu! (s) 一 (Pas) . (3.1.66) 
成 立 , 并 且 存 在 Ct > 0, 使 得 对 任意 的 (w%) € H x L}, 
IEC, v. Vlr: no) S Ce. (3.1.67) 
进一步 假设 
(iv) I FEXE O _E RSS re RIK {L 1, {wy}, 是 在 概率 空间 (0, 多, P)_E 
的 独立 的 双边 实 值 Wiener 过 程 . 
命题 3.1.108 假设 文献 [24] 中 的 条 件 (i) ~ (ñi) MA, 则 非 局 部 模型 中 的 非 
线性 项 已 满足 假设 (H1) ~ (H2). 
考虑 下 面 的 方程 : 
È + Av + bu = F(v + z+) + (uz — Az — bz) (3.1.68) 
及 初 值 条 件 


v(7,w) = uo — z(r,w) Š vo(w), 
v(r + s) = v(s) — z(r--s,w) £ E(s,w), 8 € (—r,0), (3.1.69) 
其 中 z(t) 是 (3.1.10) 中 定义 的 Ornstein-Uhlenbek 过 程 . 


由 定理 3.1.1 可 得 
命题 3.1.2 对 每 个 TE R, 系统 (3.1.68) ~ (3.1.69) P-a.s. 有 唯一 的 弱 解 ， 即 


v(- ,w) € LT - r, Ti H)n L2(r, T; V) Nn L?(r,T; H)n C(fr, T]; H), 


且 对 所 有 的 上 > 7, BRAT (vo, £) 一 (u(t, wT, (vo, €)), vi^ wT, (vo, £))) 是 连续 的 . 

4 u(t, o; T, (uo, V)) = v(t,w;7, (uo — z(r), ó —2,)) + z(t). Wit Budd KBE 
(3.1.65) 的 解 . 由 上 述 命题 知 , 可 以 定义 一 个 连续 的 随机 动力 系统 p:RxQx 
MB > M$ : 

et, w)(uo, Vy)- (u(t, w; 0, (uo, v)), at( 050, (uo, v)) 
= (v (£050, (vo, €)) + z(t), ve ( ,05;0, (vo, £)) + zt). (3.1.70) 


因此 , 有 
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命题 3.1.3 Jw M +b » ki kor, ki <1, 则 由 系统 (3.1.65) 的 解 定义 的 随机 
动力 系统 9 存在 随机 吸引 子 Amz (w) C H x Cu, 并 且 
e(t, w)Ama (w) = Aw (hw). 


接 下 来 讨论 确定 性 系统 的 整体 吸引 子 与 随机 吸引 子 之 间 的 关系 . 考虑 下 面 含 参 
数 < 的 随机 偏 微分 方程 : 


[o] 
aL m m + Au(t, x) + dou(t, z) 
0 " : 
= f ([ est sito Way) & att o + PX 


=F(u:)(z) + SL (z) w(t), z € O, (3.1.71) 
j=l : 
由 定理 3.1.4 可 知 
命题 3.1.4 在 命题 3.1.3 的 假设 下 ,自治 系统 (3.1.17) (e = 0) 存 在 整体 吸引 
+ A. RN] š € 一 0 时 , 由 方程 (3.1.71), 生成 的 随机 动力 系统 pe 的 随机 吸引 子 A, (w) KR 
Hausdorff 半 距 离 上 半 连 续 到 .4, 即 对 P-a.s. w € Q, 


lim dist(A,(w), A) = 0. (3.1.72) 


32 BEL EDU 77 fe B3 E 
这 一 节 研 究 非 局 部 时 沾 随 机 模型 : 


Sul, z) + Au(t, x) + dou(t, z) 
0 m 
= f C[ te mte av] sleu) uds + D Be usto 
m 2 
=F(u)(z) + Ble) wi), = e O, (3.2.1) 
j=l 


其 中 CRRA OMT HT. 从 遍历 理论 的 角度 来 研究 该 模型 , 构造 具有 指数 混合 速 
率 的 平衡 点 . 类 似 于 文献 [6] 的 思想 , 我 们 的 方法 需要 对 随机 项 和 时 滞 项 的 相互 作 
用 进行 细致 的 分 析 , 另外 , 还 对 解 关 于 初始 时 刻 和 初始 值 的 依赖 性 做 综合 分 析 . 我 
们 继承 并 改进 了 文献 [20] 的 耗 散 性 方法 证 明了 平衡 点 的 随机 稳定 性 , 详细 证 明 参 
阅 文献 [28]. 

对 于 从 任何 状态 出 发 的 随机 系统 , 最 终 将 收敛 到 它 的 平衡 点 . 另 一 方面 , 如 果 
扰动 的 噪声 变 得 越 来 越 小 , 那么 随机 系统 的 平衡 态 必 将 收敛 到 相应 的 确定 性 系统 的 
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平衡 点 , 这 一 性 质 也 称 为 系统 的 随机 稳定 性 . 注意 到 这 一 性 质 完全 不 同 于 文献 [13] 
中 的 微分 方程 的 随机 稳定 性 ， 对 于 一 般 的 有 限 维系 统 随 机 稳定 性 理论 , 参阅 文献 
[1,15—17], 时 滞 抛 物 方程 的 随机 稳定 性 的 结论 目前 尚 没有 . 因此 , 这 里 特别 给 出 了 
解决 这 一 问题 的 方法 . 

考虑 下 面 的 随机 时 请 抛物 方程 : 


Ou(t, z) _ = E. 
| — + Au(t,z) + dou(t,z) = F(u)(z) + > B) yw, = € O, (3.2.2) 


u(0,z) = uo(z), u(sz)- @(s,z), s€ (-r,0), 


其 中 OO 是 Rm rh ECBOGRLSHMUS 9EDOUS, AABN B EIERUERTEW T, D(A) c 
I?(O), 且 具 有 紧 的 预 解 集 ( 例 如 , 具有 Dirichlet 零 边 值 的 —A WF). (L BA: 
D(A) 一 D?(0) RER ERE {Ar} 的 离散 谱 , 并 满足 0 < Ni S X < … ,和 Xk 一 
00(k — oo). 假设 do 是 一 个 非 负 常数 , uo € H, v € L7. 

^F: L, — H WE FABRA : 

(H1) 对 任意 的 初 值 wo, FF 满足 局 部 Lipschitz 连续 性 , 即 对 任意 的 VM > 0, T£ 
在 了 pw 使 得 对 Vei, £2 € Byz (0, M), 都 有 


IFE) — F(E)? < Leur (I t) -EOP + Ile — l, ); 
(H2) FFÆ Sky, ka > OWE VE, £y € L3, € H, 
KEE) — le), < kiln? + ka f Ë l&()) -&(Side. — (323) 
由 Riesz 表示 定理 可 知 
IFO =F Olle = sup (F(8),n) = sup (FE) — F(0),7) + (FO), 7) 
Kk + ko n | |€(s)|?ds + |F(0)]. (3.2.4) 


由 上 一 节 的 讨论 可 知 , S v(t) = u(t) — z(t), Wo PE 


多 + Av + dov = F(v + z) + yz — doz, (3.2.5) 
及 初 值 条 件 
v(r,w) = uo 一 z(T,w) £ vo(w), 
v(T + s) = v(s) — z(r--5,w) &£(s,w), s € (—r,0). (3.2.6) ` 


定理 3.2.1 如 果 (H1)~(H2) RZ, 则 对 P-a.s. w EN, 
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(1) 如 果 (volw), £(w)) € H x L}, WAAL (3.2.5) ~ (3.2.6) 存在 唯一 的 弱 解 , 即 
v(-,w)e L?(r — r,T; H) NL?(7,T; V) N L*(r, T; H)  C([r, T]; H); 


(2) 如 果 (vo(w), £(w)) € V x L2,, W| Zr 4249 (3.2.5) 是 强 解 , Ep 
dv 
dt 
FRE LTT; H) 中 是 等 式 , 在 万 中 ,对 几乎 每 个 te [r, T] 都 成 立 . 

(3) 4 v(t, uw; T, (vo, £)) 29 RK (3.2.5) ~ (3.2.6) 的 解 , 则 对 所 有 的 上 > 7, BRAT (vo, 
£) um (v(t, w;7, (vo, €)), vl WT, (vo, €))) 是 连续 的 . 

4 u(t,w; T, (uo, V)) = v (t,w;T, (uo — z(T), Y — z+)) + z(t). 则 wu 是 系统 (3.1.5) — 
(3.1.6) 的 一 个 解 . 

定义 乘积 空间 MZ, = H x Li, W Mh E— Ë Hilbert 空间 , 其 上 的 范 数 为 


v(- ,w) € L?(r, T; D(A)) n C([r, T]; V), (- ,w) € L?(r, T; H), 


0 
luo. sf, = luo + Í wo)Pas， Vuo, Y) € Mb. 
定义 映射 :Rx 2 x Màj — MÀ: 


y(t, w)(uo, v) = (u(t, uU, 0, (uo, w)), uh- ;Uj 0, (uo, w))) 
m (v (t, o; 0, (vo, £)) + z(t), vt ( ,w3;0, (vo, £)) + 2t) . (3.2.7) 


则 yg 是 由 方程 (3.1.5) ~ (3.1.6) 的 解 在 L2(Q, F, P; H) 中 确定 的 一 个 连续 随机 动力 系 
统 . 
考虑 w(0,…; —t, (uo, 0)), 受 文献 [4] 的 启发 , 需要 对 随机 项 和 时 滞 项 进行 细致 的 
分 析 , 类 似 于 文献 [6], 对 解 关于 初始 时 刻 和 初始 值 进行 综合 分 析 . 
EX v(-) = v(- 3457, (vo, €) u(-) = u(: 30457, (uo, w)). 国定 w ER, 则 下 面 的 结 
论 是 P-a.s. 成 立 的 : 
引 理 3.2.1 eË Mí + do > ki + kr, 则 方程 (3.2.5) ~ (3.2.6) 的 解 v(t) 满足 


ju(t)|? < e so(t—r)|uo|2 + 2kare -ct 一) 人 2 +C,(t,w) P-as., (3.2.8) 


KP, co 是 依赖 于 和 1, ki, ko, 89 ERK, Colt, w) ARH T Ar, ki, ko, r £= z(t) 4 P- 
a.s. 有 限 的 随机 过 程 . 

证 明 由 于 和 Xi 十 do > ki + kor, ROAD EF lo, co, co B/N Ar + do > ki + 
kare” 十 £g 十 < + lo. 


FB u(t) 与 方程 (3.2.5) 做 内 积 后 可 得 


EA WO + OI + dolot 
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=(F(u + 24), (0) + (v2(t) — doz(0), v(t) 
(F (ve + z) — F (21), v(t) + (Fle), v(t) + (20) — dos), vl) 
Ski v(t)? + kalloa, + EIE o + eolo + zr- e(t) — doz) lolo? 
«(a + lo ey) (OP + alil, + Hh) — doz(OP + IRGO. (8.2.9) 
4 


x< 


pilt, w) = |z) — doz(0) + ŽP]. (3.2.10) 
0 €o 


由 Poincaré 不 等 式 可 得 


d 0 
a On +2(Ài + do — ki — lo — &o)|v(t)|? < 2k2 J lv(t + 0)|2d0 + p1(t, o»), (3.2.11) 


d cot daa PEN cot 2 cot d. 2 
ac € OP) =coe% (D + e 元 | 人 的 | 
«ae ( - (a1 + do — h — lo = so ~ 2) lof 
2 
: 1 
+r f lv(t + 0)|240 + gn). (3.2.12) 
-r 
从 T+ 到 t 积 分 后 可 得 
e ft 
e^*lv(t)? — e?7|v(7)]? < — 2 (^ + dy — ky — lg — £0 — 2) f e**|v(s)|^ds 
T 
t /0 
+2 Í / e^9* |v(s + s1)l2dsids 
T J-r 
t 
+ f esp1(s,w)ds. (3.2.13) 
注意 到 
t 0 
7 / ecos|u(s + s1)|?dsids 
F p 0 t+s1 
=f J e+ :)Pasds = f f eo(s2—91) |v(s2)|2ds2ds1 
-TrJT —Tr4T-F81 
0 tts 0 pt 
«e | J e°os2|u(s2)|2ds2dsi < ay f °°? |v(s3)|?dsadsi 
—r VT 十 31 -r44Tr—r 
T t 
[re (f e*9*? (sa) |? dsz + f e^o*2 vendes) 
FaF T 
T t 
<reor (e f vods + f clolejPas) (3.2.14) 
T-—T T 
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则 有 


t 
e|)" e" lor) <— 2 (Ar + do — ki ~ kare” — lo — eo — 2) f ecoslu(s)|2ds 


T t 
+2karenetn 人 baPas+ f e^??pi(s,w)ds. (3.2.15) 


T-Y 


由 遍历 定理 可 得 


rim, 


m — Í. lz(s)?ds = E|z(t))? < 1, P-a.s. (3.2.16) 
TE, 对 于 a.s. w € 0, 存在 N(w) > 0, 


|z(s)|?2ds < 2N. 
t-N 
于 是 


res e 一 co(t 一 "Ifa e (7 e^ (t-5) 2 (s)|2ds 


= (j+1)M 


< —cojM 2d 
2» un |z(s)|“ds 


(j+1)M 


<2M 5 e M < co, (3.2.17) 
j=0 


t 0 
/ J e*t) |; (so) d6ds 
oo  M—jM 0 
2» J e (ts) |z(sg)|?d8ds 


j=0 t-(j--1)M 


oo I t—(j+1)M t-jM 
& rest- gracie | |z(s)|2ds +f a) 
t M 


7=0 t—(j+1)M-r — (j+ 


°° f t-(j+1)M 
<re%"r y` e «GM |z(s)|2ds + e^ «iM a 
j=0 t—(j+1)M—r 


n) « oo. 


(3.2.18) 


(j+1)M 


H (3.2.4) 和 (3.2.10) 可 得 , 随机 过 程 


t 
Cp(t, w) = f e (t79)p. (s, w)ds (3.2.19) 


132 55 33k ”随机 时 滞 偏 微分 方程 的 吸引 子 与 惯性 流 形 
对 P-a.s. 中 是 有 限 的 , 因此 
Ju(t)|? < e-**7? jy |? 十 2kore oT él 十 i e^ (795 (s, w)ds. 
< e7* t7 [ug]? +2kəre 6777 lel, + Cp(t, w), (3.2.20) 
引 理 得 证 . n 
注意 到 z(t) 的 性 质 , 由 随机 Fubini EEIE ||z(t)||2, 时 交换 次 序 (3.2.14)) 
可 得 
引 理 3.2.2 sup E(|2(¢)|? + llla, + Cp(t,w)) < oo. 
下 面 的 命题 在 证 明和 定理 3.2.2 时 很 关键 . 
命题 3.2.1 Je A1 --do > ki kor, 则 存在 一 个 随机 变量 ,使 得 对 任意 的 (uo, v) 
€ Mà, x > 0, *F3 4° D > 0, 
E|u(0, w; —&, (uo, V))) — n < De %*(||(uo, t)i + 1). 
证 明 首先 , 对 k > xi > 0, 断言 : 
lu(0, —K, (uo, w)) md u(0, —K1; (uo, v))/? 
Xe ^"! |u(—K1, —5, (uo, v)) — uol? 
+ 2kore ^91 77 |u(— + 8, —K, (uo, v)) — YI lta- (3.2.21) 
事实 上 ， 4 u(t) = u(t, —K, (uo, V)) S u(t, —RK, (uo, v)) 则 有 
a + At + bu = F(u(t + 8, 一 后， (uo, w))) m F(u(t + 8,—K1, (uo, ¥))), (3.2.22) 
及 
u(—ki) = u(—kK1, — K, (uo, V)) — uo; 
U(—&ki-cs)-—u(—-&1-cs,—&,(uo,v)) v, 3 € (—7,0). (3.2.23) 
Hi us (3.2.22) 作 内 积 后 可 得 


O + ITC)? + dolut) 
=(F (u(t + s, —K, (uo, v))) — F (u(t + s, —&1, (uo, 0))), u(t)) 


«hi[u(t)]? + 如 | 本 | - (3.2.24) 


重复 引 理 3.2.1 的 证 明 , FS t = 0, 即 可 证 得 断言 . 
由 引 理 3.2.1 可 得 


l Jv(751,5 =r, (vo, €))|? < e7* 7? vo]? + 2kore CO") lel. + Co(—51,0), 
(3.2.25) 
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其 中 (vo, £) = (uo = z(—&),v = Z-s). 于 是 
|u(—&1, —5 (uo, %))|? «4(e 57"? |g? + 2kəre ct 全 | 史上 十 |z( 一 6 
+ |2(—1)|? + 2kor||2—-«ll72, + Cp( 一 alw)) 
«A(|uol? + 2kor||9||22, 十 |z( 一 6) 村 十 |z( 一 GD) 

十 2kar|lz- ella, + Cp(—K1,w)). (3.2.26) 

由 引 理 3.2.1 可 得 
llu(— + s =r, (uo, V))llz2, <r |u( 一 sl 十 s, —K, (uo, ))|? 
<Ar(luo|? + 2kar||v/[72. + |2(—«)|? + lC) 
+ 2kar||z-xllZ2, + Cp(—r1,w)). (3.2.27) 


取 (3.2.1) 的 期 望 后 得 到 


E|u(0, — K, (uo, w)) = u(0, —K1, (uo, v) 
«Ee ^» (17D? (lu(—&;, —&, (uo, V)) — uol? 


+ 2kor||u(—&: + 8,—K, (uo, v)) "S vilza )- (3.2.28) 
由 (3.2.26) 和 (3.2.27) 可 知 , (3.2.28) 的 左边 不 大 于 
Ce (1K (lug|? + llliz, + le(—6)|? + l2 7)? + Hz-allZa, + Co( 7515) 


«Ce te (uol? + lvl +E sup (2la(t)/? + Ilzellžz, + Cp(t,w))), (3.2.29) 
—x<<t<—Kx1 


其 中 C 是 一 个 常数 . 
由 引 理 3.2.2 可 知 , 存在 某 个 常数 D > 0, 


E|u(0, —K, (uo, V)) PO u(0, —K]; (uo, v) < De oi (I|(uo, vlla, + 1). 


从 上 面 的 估计 可 知 ， 当 K 一 +00 时 ， 在 L?(Q, Z, P; H) 中 ， u(0, w; — K, (uo, )) 收 
KEJ (wo p)» 并 且 


E|u(0, w; —<, (uo, %)) 一 mo 和 De %*(||(uo, Vilag + 1). 


最 后 证 明 TK(uo i) 不 依赖 于 (uo, V). FEE, 对 任意 的 (uh, Y) € MZ, 4 a(t) = 
u(t, K, (uo, w)) ra u(t, —R, (up, y^), 则 有 


a + Aü + dod = F(u(t, —K, (uo, %))) — F(u(t, —, (up, ^))), (3.2.30) 
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ai(—K) = uo — up, 


ai(—K+s)=v(s)—w'(s), se(-r,0). (3.2.31) 
FH à 55 (3.2.30) 在 互 中 作 内 积 后 可 得 


3 S aG) + ale)? + ola oÉ 


2 dt 
=(F (u(t, —&, (uo, %))) — F(u(t, —& (up, ^))), à(t)) 
«k[ü(t) + kallàslza - (3.2.32) 
类 似 于 上 面 的 讨论 可 得 
|u(t, —5, (uo, 0)) — u(t, —x, (uo. v^)? 
<e t+") us — uh]? + 2kəre *«(t77* 9) ||y — vlla; (3.2.33) 
REGS t = 0, BIA « 一 +oo, 即 可 证 明 该 引 理 . a 


以 下 不 再 区 分 平衡 点 和 不 变 测度 . 下 面 的 定理 用 文献 [20,22] 中 的 方法 即 可 得 
证 , 为 了 完整 起 见 , 给 出 证 明 . 

令 Cs( 瑟 ) 表 示 互 中 的 有 界 连续 函数 组 成 的 空间 ，P( 五 ) XR H EC Borel 
测度 组 成 的 空间 . 注意 到 Markov ?Éff P, : (H) — (H), PY : P(H) > P(A), 
PRB AB P, (u, D) 由 公式 


Pif(u) - | Pru, dv)f(v), Prp(T)= | Pv, D)u(dv) 
H H 


确定 . 

定理 3.2.2 如 果 入 十 do > ki + Kor, 系统 (3.2.2), 存在 唯一 的 不 变 测度 j4, R. 
是 指数 混合 的 , 而 且 对 任何 Borel 概率 测度 v, 35 t — +t}, Piv — u 88k $k. 

证 明 首先 断言 : 不 变 测度 /就 是 命题 3.2.1 中 的 7 的 分 布 

实际 上 , S u= D(n), e 为 互 上 的 有 界 连续 函数 , 则 由 命题 3.2.1 可 知 , 对 任意 
的 t,s > 0, 341 一 +oo 时 ， I 


| [Pesto — f Projdu] 
-| jA BP,Podu 一 人 Pred 
-| J EiP«etut o, (o an — f. EIP,e(n)|du| 


- |  lp,e(u(0, =t, o 9) - EJP,e(n)4a| —0, (3234 
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再 由 (3.2.33) 可 知 , (P,) 是 一 个 Feller 转移 半 群 . 
类 似 地 , 当 t — +co 时， 


| f Pee 0autà - Í eQ)aut) 
H H 

= | &tetutt + s,0, (uo au — f. Biota 

H H 
2 | [ Elelu + 5,0, (uo, - Ele(m)da| 
" | [Elota =t = s, uo, 9) - Eletm))du — 0. (3235) 
因此 , FH (3.2.34) 和 (3.2.35) 可 得 | 
J Peto0auty = J p(h)du(h), 
H H 


这 表明 /是 一 个 不 变 测度 . 
假设 (Ph) 还 存在 另外 一 个 不 变 测度 入 则 对 五 中 的 任意 有 界 连续 函数 yp, 当 t > 
ORY, 
f Pp(haX(h) = I e(h)dX(A). (3.2.36) 
H H 
然而 , 34 t 一 +oo Bf, 


Po- f (hyap(h) =|E[e(u(t,0, (uo, ¥)))} — Elp(n)] 
=|E[e(u(0, —t, (uo, )))] — Ele(m]| — 0. (3.2.37) 
于 是 , 如 果 在 (3.2.36) F, St > +00, 则 有 


f e(h)du(h) = J e(h)dX(h), 
H H 


即 / = A. 
4 xP: H ERS—4178 AM Lipschitz 函数 , 再 由 命题 3.2.1 可 得 
[Padus - f, x(h)ap(h)| =|E[x(u(t, 0, (uo, ¥)))) — Elx(m)]| 
=|E[x(u(0, —, (uo, ¥)))] — E[x(m)]| 
«vDlxlizise" "(uuo fus +1)", 


其 中 , || - [rip Æ H PH Lipschitz WA. 因此 , /是 指数 混合 的 . 
最 后 , 由 (3.2.37) 可 得 , 对 任意 的 Borel 概率 测度 v, 及 任意 有 界 连 续 函数 o, 
Mt 一 +00 时 ， 


(Prv,p) = ts Pip(h)dv(h) — Í, J: e(h)dp(h)dv(h) = [i e(h)du(h) = (u, e). 
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定理 得 证 . 口 
在 下 面 的 讨论 中 , 特别 假设 : 
(H3) 对 某 个 Cr > 0, F WE 


FOP < Cr (EOP +i), V€ e Le. 


考虑 在 M$ "PES n PEE 0I F : 
du(t) + (Au(t) + dou(t)) dt = F(u,)dt, (3.2.38) 
K 
u(r)-—uo, wu(r-+s)= (s), 8 € (—1,0). (3.2.39) 


4 w(t, T, (uo, v) ATE (3.2.38) 的 弱 解 . 5| A— RAIL H iiH 75 FER IE 188 
定性 系统 的 随机 扰动 . 对 于 充分 小 的 es > 0, 考虑 下 面 的 方程 : 


du(t) + (Au(t) + dou(t)) dt = F(u;)dt + Y Bjdw;, (3.2.40) 
j=1 
K 
u(r) =uo, u(r+s)= (s), se (-—r,0), (3.2.41) 


其 中 , 对 于 某 个 C > 0,8:(2) € V, 185 (z)| < Ce, < 用 于 控制 噪声 的 大 小 . 

由 定理 3.1.1 可 知 , 对 于 不 同 的 e, 方程 (3.2.40) 存在 唯一 的 弱 解 ve(t 7, (uo, Y)). 
由 此 得 到 相应 的 转移 半 群 (Pe). 而 且 , 由 命题 3.2.1 和 定理 3.2.2, 分 别 存在 一 列 随 
机 变量 n* 和 不 变 测 度 pe. 

作为 引 理 3.2.1 的 特例 , A 

引 理 3.2.3 如果 和 li 十 do > kı + kor, 则 方程 (3.2.38) 的 解 u0(t,7T, (uo, Y)) 满足 


u^ (t, 7, (uo, %))|? < e ol Juo]? + 2kore oT |Iyllzs , (3.2.42) 


其 中 , co 是 依赖 于 Ar, ki, ko nr MEK. 

不 难 证 明 , 在 原点 集中 分 布 的 Dirichlet 测度 ó, 是 方程 (3.2.38) 的 不 变 测度 . A 
此 , 有 下 面 的 结论 : 

定理 3.2.3 eE Mí 二 do > ki ther, 则 当 E 一 0 时 ,1 B5 Ac 3] do, 即 确定 性 
的 时 滞 抛 物 方程 是 随机 稳定 的 . 

证 明 固定 (uo, Y) € MẸ, < 


a(t, T, (uo, v)) = ue (t, w (uo, %)) EE u(t, ZK, (uo, v)), 
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Xt s > 0 时 ,有 
= +Aü+ dott = F(u*(t, TK, (uo, v))) mE F(u?(t, —R, (uo, v))) RE 2 Ajay (3.2.43) 
j= 
K 
ü(—&k) = 0, 
ü(—k+s)=0, se (—r,0). (3.2.44) 


4 w*(t) = Lja B5w; (t), 7 是 正常 数 , FP TRIS LA. H RY Ornstein-Uhlenbeck 过 程 : 


dz* (t) + Az^(t) = —z*(t)dt + du (t). (3.2.45) 
4 a(t) = a(t) — z*(t), Wome 
= + Að + dod = F (u° (t, —x, (uo, 0))) — F(u(t, —&, (uo, V) +72" — doz*, (3.2.46) 
及 相应 的 初 值 条 件 
v(—&) = —z*(—k), 
õ(—r + 8) = —z°(—K+ s), se(-rnO0) (3.2.47) 
Flo ST (3.2.46) 做 内 积 后 得 到 
|5(t, 一 (9(—&),9—4))]? < e7***9|z* (—x)|? + 2kəre Colt") Iz ella. + Cz (t. o), 
(3.2.48) 
XP Cz (t0) fl C, (t, w) 相似 , 只 需要 用 z(t) 代 替 z(t) BITT. 
因此 
la(0, =r, (à(—5),ü-4))P < (e^ + 1) (78)? + 2kare "|lz* ,||2, + CE (t,w). 
(3.2.49) 
4 x — oo, WA 
0 
InP < Í emt achat) - as OP + Zar con as. (3.2.50) 
H Bs 和 五 的 假设 可 得 
t 2 
|z*(t)P = | / eA- -9 dw (s)| < C?e2|z(t)|2, (3.2.51) 


IF (ze)? < D?e?(\2(t)?? + lizell?a ), (3.2.52) 


138 | 第 3 章 ”随机 时 灌 偏 微分 方程 的 吸引 子 与 惯性 流 形 
其 中 , 户 是 依赖 于 C 和 Cs 的 常数 . 
类 似 于 引 理 3.2.2 可 证 : 


t 
supE e c (t79 (12(6)]? + Iz] ra, )ds < oo. (3.2.53) 
tER —oo 


结合 (3.2.50) 和 (3.2.51) ~ (3.2.53) 可 得 
lim E|n^ |? = 0. (3.2.54) 


注意 到 7” BOATS RC u^, 于 是 定理 得 证 . im 
REAR EPAR BU REL FUE AR AS AGER B 23) EST RE BTE FR AR PACA TR 


È uq, z) + Au(t,z) + dou(t, z) 


: m 
=f (f b(u(t + 5, y))f(z — 27) Els, u(t), ut)ds + Y 5j) Su; (t) 
= > 
zF(u)(z) + > A (z) Su (n), z€ O, i "a 
j=l 


其 中 , o, f 和 & 的 假设 与 上 一 节 中 的 假设 相同 . 由 文献 [18] 可 得 到 下 面 的 命题 : 
命题 3.2.2 在 文献 [24] 的 假设 条 件 (i) (iii) RZ, MERER FARBE 
(H1) (H2). mE, 如 果 |b(w)| < Cs|w|, 其 中 Cs > 0, 则 假设 (H3) K. >. 
考虑 下 面 的 方程 
a + Av + dov = F(vi + z) + uz — doz, (3.2.56) 
及 初 值 条 件 


u(r, w) = Uo 一 z(T,w) = volw), 
v(r + s) = v(s) — z(T + s,w) €£&(s,w), s€ (—r,0), (3.2.57) 
其 中 z(t) 是 (3.1.10) 中 定义 的 Ornstein-Uhlenbek 过 程 . 


由 定理 3.1.1 可 得 下 面 的 结论 : 
命题 3.2.3 ”对 每 个 r € R, 方程 (3.2.56)—.(3.2.57) P-a.s. 存在 唯一 的 弱 解 ， Ep 


v(- ,w) € L2(r — r, T; H)n D (r,T;V) n L” (r, T; H)n C([r, T]; H), 


且 当 上 >T 时 , BRA (vo, £)  (v(t wT, (vo, €)), vl ,w; T, (vo, £))) TEBE HS. 
Sult w; T, (uo, v)) = 9 (t, WT, (uo = z(T), V — zr)) 十 z(t). 则 是 系统 (3.2.55) 
的 解 . 
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由 上 述 两 个 命题 , 可 以 定义 一 个 连续 的 随机 动力 系统 yp :Rx Q x M$ 一 Mg: 


p(t, w)(uo, " > (u(t, w; 0, (uo, »)), wil: W; 0, (uo, v))) 
= (v (t, w; 0, (vo, £)) + 2(t), v (- , o; 0, (vo; &)) Tu). (3.2.58) 


定理 3.2.4 S Ai + do > ki + kortt, WA (3.2.55) 的 解 生成 的 随机 动力 
系统 存在 唯一 的 不 变 测度 几 并 且 是 指数 混合 型 的 . 而 且 对 任何 Borel MEM FE v, 
4 t— 十 oo 时 , Prv 88 WK k 3] v. 

接 下 来 考虑 Rezounenko 和 Wu 提出 模型 的 随机 扰动 系统 : 


Sulb z) + Aut, z) T dou(t, z) 


š m 
= J ( 人 b(u(t + s,y)) f(z — vy) Els u(t), ut)ds + V ` 65 (2) ws) 
ae j=l 
=F (ue)(2) + > 55 (a) wH, z € O, (3.2.80) 
j=) 


其 中 pE 如 前 所 述 . 

由 定理 3.2.3 可 得 下 面 的 结论 : 

定理 3.2.5 如 果 定 理 3.2.3 中 的 假设 条 件 成 立 , 则 当 e 一 0 时 , 随机 抛物 方 
程 (3.2.59) 的 平衡 点 1 弱 收 化 到 自治 抛物 方程 (3.2.59) 的 平衡 点 . 


3.8 随机 时 清 耗 散 波 方程 的 随机 惯性 流 形 


惯性 流 形 是 指正 不 变 的 、 有 限 维 的 Lipschtiz 流 形 、 包 含 整 体 吸引 子 (如 果 存 在 
的 话 ) 且 按 指数 速度 吸引 所 有 的 解 轨道 . 惯性 流 形 是 联系 无 穷 维 动力 系统 和 有 限 维 
动力 系统 的 重要 桥梁 . 如 果 一 个 无 穷 维 动力 系统 存在 惯性 流 形 , 那么 , 该 无 穷 维 动 
力 系统 在 惯性 流 形 上 的 性 态 , 完全 由 一 个 有 限 维 的 动力 系统 所 确定 , 该 系统 即 为 惯 
性 形式 . 由 于 惯性 流 形 的 存在 性 依赖 于 所 谓 的 “ 谱 间 隙 ?条 件 , 导致 很 多 动力 系统 不 
满足 该 条 件 而 得 不 到 惯性 流 形 , 因此 , 人 们 转 而 考虑 其 近似 惯性 流 形 的 性 质 . 关于 
无 穷 维 动力 系统 的 惯性 流 形 和 近似 惯性 流 形 的 研究 文献 很 多 , 参阅 文献 [14] 及 其 
参考 文献 . 

目前 , 关于 随机 惯性 流 形 方面 的 研究 工作 不 多 , 例如 , Bensoussan 和 Flandoli Pl, 
Chueshov 和 Girya 12], Chueshov 和 Scheutzow [10], Da Prato 和 Debussche #4], Duan 
4x 03). Mp fg 9 HEAT BOL rf BJ RELA ERT BJ ETETE, 并 证 明了 当 白 噪声 的 
强度 趋 于 0 时 , 随机 惯性 流 形 趋 于 相应 的 确定 性 系统 的 惯性 流 形 . 1995 年 Chueshov 
对 随机 Navior-Stokes 方程 的 随机 近似 惯性 流 形 开展 研究 外 .关于 时 滞 随 机 抛物 方 
程 的 惯性 流 形 参 阅 文 献 [10], 但 关于 随机 时 光波 方程 的 随机 吸引 子 的 结论 很 少 , 这 
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一 节 将 利用 修正 的 Lyapunov-Perron 方法 证 明 随 机 时 滞 波 方程 的 随机 惯性 流 形 的 
存在 性 . 
考虑 下 面 的 随机 时 滞 耗 散 波 方程 : 


0?u Ou dw 
ag te + Au = Blue) + ng, t » 0, 
u(s 4-0) = us € Cg, (3.3.1) 


u 
— =u, SER 
dt 


的 随机 惯性 流 形 的 存在 性 , 其 中 Co = C([—r,0], D(A%),0 < o < 4, |u|jc, = 
sup(|[A*u(0)|| : 0 € [-r,0]). 4 是 一 线性 无 界 正 定 的 "€— f. 在 可 分 的 
Hilbert 空间 五 中 具有 离散 谱 , ELTE TE H UU b E IE 263€ (ei) EB 


Aek = Hkek, 0< p Su X: Suk— oo, k- oo. 


关于 确定 性 的 时 滞 半 线性 波 方程 

十 2 + Au = B(ur,t), t>0, 

u(s + 0) = us € Co, (3.3.2) 
E =u, 8ER. 
Rezounenko 等 利用 Lyapunov-Perron 方法 , 在 一 定 的 谱 间 隙 条 件 和 充分 小 的 时 滞 假 
设 下 , 证 明了 当 B(wt,t) = B(wut) 时 方程 (3.3.2) 惯性 流 形 的 存在 性 . 朱 健 民 等 [27] 研 
究 了 具有 拟 周期 外 力 外 力作 用 的 非 自 治 时 灌 半 线性 波 方程 在 Ca 中 存在 惯性 流 形 的 
存在 性 . 

对 含有 时 灌 的 非 线 性 项 B(u,) : Ca 一 RR 做 如 下 假设 : 


1 
(HO)||B(0)|| < Mo, ||B(ui) — B(uz)]| < M||ui — u2]c,,0 < o < = 


gu u2 € Ca. 
记 O-U 变换 
dz + 2ezdt = dW 


的 稳 态 解 为 z(9:w). < u, = v, 则 随机 耗 散 波 方程 (3.3.2) 可 写成 


EM (3.3.3) 
v; + 2ev + Au = B(u;) + ugw. 


4 ü-—u,U-v-— ugz(0u), WHE (3.3.3) 可 写成 


ü, = T + ugz(0io), (3.3.4) 
Ut 一 一 2c1 — Ati 十 B(ü). 
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定义 
_ {4 T2 0 I _ Í pgz(0w) 
则 方程 (3.3.2) 可 写成 随机 发 展 方程 
= AQ + F (Qi, hw). (3.3.5) 


直接 计算 可 知 , 4 的 特征 值 和 相应 的 特征 函数 分 别 为 
AE = e + Ve? — Hn, f= = (en; Men), n=1,2,---. 
$e? > uni, iE = D(A? x H), SHS E ERU AGE = P, @ Ez, 其 中 


E, = Lin{(ex;0), (0; ex) : k =1,2,--- , N}, 
E»; = cllin{(e,; 0), (0; er): k >N+1} 


分 别 在 E, Al E, EXE X. Hermite AFR 


< U,V >= e? (ui, v) — (Aui, v1) + (Eu1 + uo, EVI + v3), 


< U,V >2= (Aui, vi) + (£? — 2uy 41)(u1, v1) + (eui + u2,€u + v2), 
HH U = (ui,u2), V = (v1,v2) 分 别 对 应 相应 的 Bi,i = 1,2. 定义 上 的 内 积 
< U,V >=<U,V! >, + < U?, V? >>, 


FRU =U? +U?, V = V! + V?, U+, Vi € Ei 1,2, (Uf? =< U,U >. 由 文献 [27] 
可 知 , 对 任意 的 U = (u,v) € E, 


2 x 1 
IlA*ull < phrbmelUlcs, 0<aK<5, (3.3.6) 
其 中 
[ga — 
ÓN, = /BN+1 min fı vea] . 
HN+1 


注意 到 4 的 特征 函数 {f#} 具有 如 下 正 交 性 质 : 
< ft >=< fc, fç >=< ff, fç >=0, kZ#m «fif,»-0 1<k<N. 


4 Er = lin(fe,k < N}, 由 正 交 性 质 可 知 , E, = EF D Er E = E, @ E>. 定 
X P = Pp- Q =I- P = Pg, + Pr 由 文献 [10] 可 知 


|A%eAt p| < AFPA, te R, 
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le AQ| «evt, t» 0, 


l|4*e-*AQl| < [(a/t)® + AR]; e nt ¿> 0,0 0. (3.3.7) 
id 
e Anp tAn Q0 AM etr 
2 I 入 N+1 zn ÀN 
令 


C7s = (4) : (700,5] > E, IV (ERRER, B. supe lAs < oc), 


Jl Cy, FE ||é||, = sup,go e^"€-9||o(t)]| s 范 数 意义 下 是 一 个 Banach 空间 . 引进 两 
个 算 子 
elho) = 人 ceoaaw(n， 


t t n 
&(t, —00,w) = J e t-ÀAqw (r) = : im f e- —r)AqW(t). 


则 由 文献 [10] 命题 3.1 可 知 , E(t, s, w) 满足 下 面 性 质 : 

引 理 3.3.1 4 (t, s) € E =: ((65): —oo < s < too,t > 一 00} 时 ,存在 E: Ex 
HARP He: 

(1) P({w, Et, 5,0) = E(t, s,w)}) = 1,V(t,s,) € Z; 

(2) £(t,5,w) = £t - T,5-- 7,0 ),(,5)) € Ei € R,w € Q; 

(3) 对 每 个 w € Q, PRAT (t, s) 一 E(t, s,w) RA Z š] D(A?) 上 的 连续 映射 ; 

(4) (t, s,w) > E(t, s,w) LAE x Q 8] D(A?) 的 可 测 映射 ; 

(5) E(t, s,w) = E(t, 7,w) — elt—s)AE(s, r, v, -œo < r < s < t, € Q; 

(6) 对 所 有 的 B > 0,0 € Q, sup,enR[ A28(t, —00, w)||e7F!"1} < oo. 

定理 3.3.1 假设 (H0) 成 立 , 对 每 个 € Q,c € R, 及 初 值 Uo(c) = (uc, ui) € 
Co x H, 方程 存在 唯一 解 vawUo(o))t> o — r, 定义 随机 映射 p : Ry x Q x 
(Ca x H) > Ca x HA 


v(t, w, (uo (G), u1))(0) = u(t + 6,0, w, (uo(v), u1)). 


R) (p, 尺 9) 是 一 个 随机 动力 系统 . 
引 理 3.3.2 3i] EE Agyi Ay > 16Mi, Ar 足够 小 使 得 5 < Im, 存在 
Lipsctitz 映射 更: Pp- 一 (1 一 已 )Cp 满足 


ó _ 
6 9n||ó) +. Q2|la; 


I|. (o, pi, 9) "Tl ®,(w, po, 9)\\n < 1-6 


其 中 p1,p2 € ET. 
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证 明 在 C7, 中 定义 映射 
t F t _ 
Tp” (t) =e 979^ — f e C-^PF($.,6.u)dr + J ec 6-D^QF($.,0,u)dr 
— e- 6-94 PE(s, t,w) + Q€(t, —o,u), (3.3.8) 


其 中 t < spe Er, $r —ó(r-0)€Cg, 0 € [-r,O. 下 面 用 Banach 不 动 点 定理 证 
明 方程 
To” [9](t) = e(t) (3.3.9) 


存在 唯一 解 . 我 们 断言 : BET MEC 映 到 C7,. 事实 上 , (ER OL do € CT。 Ë 
接 计 算 可 得 


lle [$1] — T; [ballin 
t Ç 
-|/ e -DA PIF (G27,07w) — F (bir, Orw)]dr 


t 
+ f e-@-)ÀQ[F(Ày;, 0rw) F(é2+, Orw)dr)] 


7 


t 
<esssupre(-oo,s)€" Í LAne7 DÀ PIE, Bru) — Fores 0rw)llar 
8 
t - " 
+ esesupie os 79 f |Ae~*-4Q||||F (bir, Orw) — F (dar, 6,w)||dr. 
—oo 


由 估计 式 (3.3.7) 可 知 


e x E +a _ 
f ||4*e- -94 A||e -n(z—s)q+ < i (e~7(t-8) — gu (t79)). (3.3.10) 
k =: 


N 


t _ + a 
f \|A%e-¢-)4Q |e" dr < Waa = "+ AV ant (3.3.11) 
一 oo AN+1 7 
由 算 子 B 的 假设 和 估计 式 (3.3.6) 可 知 
|[F($1t,01w) — F (Qat, 01w)| < RS SENT Ihre — batles- (3.3.12) 


HEH] 43 ||" [01] — 77" lolll < Sli — daly, 即 得 到 映射 "在 C7 上 是 压缩 的 . 
因此 , 由 不 动 点 定理 可 知 方程 (3.3.9) 存在 唯一 解 . 
FE LARA ©, (w,-,-): PE (1—P)Cy: 


84-8 四 s -" 
&,(w,p,6) = f e (97 AQ F(6,. 0,u)dr + f e (*9-ÀpF(,. 0rw)dr 
一 co 5 十 8 


一 er-94PE(s,s 二 bw) 十 Qe(s+6 —oo,w) 
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=%(s + 0, 8,p,w) — e Ap, (3.3.13) 


tb o ETEA 1€ Cz 中 的 不 动 点 . 
任 取 pi,p2 € Ej 1, 02 4 RIEF (pi, w), (pa, w) 的 解 ， 类 似 于 文献 [27] 定理 
3.1 的 讨论 , 可 以 证 明 当 t < 0 时 ， 


lé: (t) 一 各 的 jj < öll: — da]] + e_xs)t|p — pill, 


于 是 
21 E 2]ln < yn — Pale, 
因此 
lI. (w, p1, 8) — $, (w, p2, 0)]| 
=||ġı (s 十 0, 8, P1,W) = Q»(s + 0, 5, p2,07) T e^ ^65, 一 e^ A6 plz 
Ó < 

«i-e "lb — dalle 

BI @,(w, p, 0) J& Lipschitz 映射 . n 


引 理 3.3.3 假设 (HO) Zi 8] r FR 3. BERE SH), 则 由 (3.3.13) 定义 
H Mi pLaR 3, : PE > (1 — P)Cg € Z, 可 测 的 , 满足 下 面 的 性 质 : 
(1) N 随机 Lipschitz 流 形 


Ms(w) = (9C) + 9.(w, 9(0),-) :Pe PCa} C Cz, (3.3.14) 


关于 余 环 如 是 不 变 的 ; 
(2) 对 系统 (3.3.5) EE olt, w), MAL (tuo) C Ms(ww), 使 得 


lolt, w) — W(t,w)log < ee ?, ‘ci,c2 > 0. (3.3.15) 


证 明 固定 se Ripe PE, W U(t),t > s 是 下 面积 分 方程 初 值 问题 的 解 : 


z t z 
U(t,w) = e-t-9)^U, (0) + fi -(t-7)4 F(U, 0,w)d t 
| ( w) e P ) a € ( 1 w) THE, ,0,U), (3.3.16) 


U, =p+ V.(u,p,-), 
EP% t >s + 0,0 € [-r,O] BF, U(t) = e(t — 0 — 8,0,w, p+ V (uw, p, -)X(0). 
(1) 先 证 不 变性 . 定义 


W(o) = ó(c,5,pw) c <s, 
a U(o), c 2 s. 
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下 证 当 上 > s,o < ti, U, € Mi), BI -r < 0 < 0 时 ， 
U(t+ 0) = W(t + 0) = e 4° PU (t) + V,(w, PU(0), 0). 
为 此 , 只 需 证 明 下 面 等 式 成 立 
W (oe) = é(c, t, PU (t), w). (3.3.17) 
事实 上 , 4t> s Bf, 由 式 (3.3.13) 可 得 
olt) —e-*-9À5(0) + n Le G-34pp(W,,0,o)dr + i Ú e 6-940 F(W, ,6,u)dr 

+ P£(t, syw) + QE(t, —o00, w). (3.3.18) 

注意 到 当 p e T> (4 (0) Bf, 
Pe(t) = e-t-95(0) + J ' e~t-9)4 PFW, 0,w)dr + P€(t, s, w). 

于 是 , 只 需 证 明 
W(oa) =e-(°~s)Ap(0) + | il ec °-7)4 PF(W,, 0,w)dr + J. E e--4QF(W,,0,u)dr 

x e (07^ P(E(t, 5,0) — E(t, 0,w)) + QE(t, —00,0). (3.3.19) 


注意 到 当 o > s BF, 由 引 理 3.3.1 的 第 5 条 性 质 可 知 , SHEER -<r < s <S t, € 
Q, 
E(t, sw) = E(t, 7,w) 一 et-9A£(s, 7, w). (3.3.20) 
将 等 式 (3.3.20) 代入 等 式 (3.3.19) 后 , 即 可 得 到 等 式 (3.3.18). 而 当 c < s 时 , H W(o) 
的 定义 即 可 得 知 , wo) = Tw(w(o)). 于 是 , Kido > s 还 是 c < s, W 都 满足 方程 
(3.3.17). 从 而 不 变性 得 证 . 
(2) 再 证 指数 吸引 性 . 令 


Ct = {w(t) : v: [7r,oo) > E, v 是 强 连续 函数 }. 
并 赋 以 如 下 范 数 
| 史上 r esssup,>_,.{e™|v|z} «oo 7>0,vwe Cn,+- 


对 任意 初 值 Uo(0) = (uo, u1) € Ca x H, 相应 的 解 为 ó(t, o, Uo (0)), 下 面 证 明 存 在 一 
个 随机 变量 (0) = (u$, ut) € Mi(w), 其 相应 的 解 记 为 @*(t,w,U8(0)), 使 得 对 所 有 
的 we Q, 


||w(t,w,, Uo(0)) — (t,w, US(O))os < cie ®t, ci,c2 > 0. (3.3.21) 
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Mt—8€ [-r,0] BF, 考虑 下 面 的 方程 


W(t) = 4(0) — e? J d e'^P(FQw. + Wr, 07w) — Flr, m) dr. | (3.3232) 
0 
Xt > 0 时 , 考虑 下 面 的 方程 
W(t) =e~*4g(0) + n e-(t-7)AQ (Fw. T V.,6.w) — F(V., m) dr 
0 
š f eA PFW, + tir, Opus) — Fer, brw) )dr. (3.3.23) 
t 
注意 到 随机 变量 U3(9) € Mi(w), 因此 
(1 — P)US(0) = &(PUg (0), w, 0). 
从 而 有 
4(0) + (1 — Ê)Uo(0) =H (U$ (0), w, 0) = &(W(0) + PUo(0) — 4(0), w, 0) 
=@(PU0(0) — I e^ P(FQw. + Yr, O,w) 一 F (wr, 8,w)) dr. 
0 


下 面 利用 不 动 点 定理 证 明 方程 (3.3.22) 和 方程 (3.3.23) 中 W(t) 的 存在 性 . ~4t > 0 
时 , 定义 算 子 


B,(W(t)) =e~*4g(0) + / ' e949 (FW, + pr, Or) — Fr, brw) )dr 
à n i et) P(E, + thr, brw) — Fir, 6,w)) dr. 
当 上 = be [-m0 时, 定义 算 子 
B+(W(O) = 40) - 84 [^ eaP(FGY- 二 rro) — Flr, 654). 
对 任意 的 Wi,W2 € CH, id D;(r) = F(W, + vr, 0,w) — F(v.,050),j = 1,2. WA 
|Di(7) — Da(r)| < e" 7? Mi|W — Walls... 
因此 , t > 0 Bf, 
[B+ (Wi (t)) — B, (Wa(t))| < e?^w«|à (0) — Ga(0)| + 6e7™*||Wa (t) — W2(t)lln;+; 
当 t = 0 € [-r,0]Hf, 


(B+ (W1 (8)) — B+(W2(0))| < là (0) — 42(8)| + Ges lw (t) — Wz(t)lln,+: 
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注意 到 


là (0) — à(0)| <|rPmo)- "e AP(D;(7))dr —9(PUs(0)) — | eraPUDa(r))dr 


62 
—— - 009 -Ww- 
x 2(1 = |W 2|, 4 


因此 可 得 
62 
IB. (9 (2) - Ba) < (8+ zg 55) m -W — 2. 


从 而 , 当 条 件 6 < 1 Bf, BUR B, 在 函数 空间 C+ 上 是 压缩 的 , 于 是 W(t) 在 空间 C+ 中 
存在 ， 从 而 指数 吸引 性 得 证 . D 
综合 定理 3.3.1. B|#E 3.3.2 和 引 理 3.3.3 可 得 下 面 的 结论 : 
定理 3.3.2 假设 (HO) RiP MAHAL, 一 入 > 16M, 成立 , HH Hr EH 
小 , 则 由 (3.3.13) ZLEPA D, : PE 一 (1 — P)Cg X Z, TMH, 且 存 在 随机 
RAAB 
M,(w) = ((-) + 9.(w,5(0),-) : ó € PCa} C Cz. 
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第 4 章 ”分 数 布朗 运动 驱动 非 牛顿 流 系统 的 
随机 动力 学 


分 数 布朗 运动 具有 长 相依 、 自 相似 、 样 本 轨道 是 a 阶 Holder 连续 的 特性 , 其 样 
本 轨道 不 是 Markov 过 程 , 对 加 性 分 数 布朗 运动 和 乘 性 分 数 布朗 运动 相应 的 随机 积 
分 定义 不 同 , 要 分 别 定义 相应 的 随机 积分 , 使 得 研究 变 得 更 加 困难 和 不 同 , 也 正 是 
因为 这 些 性 质 , 使 得 它 在 金融 、 经 济 、 网 络 通信 等 领域 有 着 广泛 的 应 用 , 引起 了 人 
们 的 极 大 关注 . 分 数 布朗 运动 可 定义 为 连续 的 中 心 独立 的 高 斯 过 程 , 当 Hurst 参数 
等 于 1/2 时 , 分 数 维 布朗 运动 退化 为 布朗 运动 . 关于 分 数 布朗 运动 驱动 的 随机 偏 微 
分 方程 的 解 的 存在 性 、 唯一 性 和 正则 性 的 结论 较 多 . 

非 牛顿 流 集中 反映 在 悬 胶体 和 高 分 子 量 的 流体 物质 中 , 像 溶化 的 塑料 、 聚 合 
体 、 油 漆 、 涂 料 等 物质 的 流动 呈现 非 牛 顿 流 性 态 . 1993 年 , Rajigopal 把 主要 的 非 牛 
顿 流 性 态 归结 为 : 在 剪 切 流 中 该 流体 具有 剪 切 成 薄 流 或 厚 流 的 能 力 , 在 前 切 流 中 存 
在 非 零 的 标准 应 力 差 等 . 不 可 压缩 流体 的 运动 本 质 上 由 它 的 本 构 关系 确定 , 当 流 体 
的 应 力 张 量 与 流体 的 应 变速 率 张 量 是 现在 依赖 的 , 则 称 为 牛顿 流 , 当 依赖 关系 是 非 
线性 时 , 称 为 非 牛顿 流 . 对 于 确定 的 非 牛 顿 流 系统 的 动力 学 研究 , 有 很 多 研究 结果 ， 
可 参阅 文献 [11]. 对 于 非 自治 非 牛顿 流 的 动力 学 研究 , 可 参阅 文献 [10]. 关于 分 数 
布朗 运动 驱动 的 N-S 方程 Mild 解 的 存在 唯一 性 , 可 参阅 文献 [18]. 关于 高 斯 过 程 
驱动 的 非 牛顿 流 的 随机 吸引 子 , 可 参阅 文献 [22]. 

这 一 章 先 给 出 分 数 布朗 运动 的 定义 和 性 质 , 根据 加 性 分 数 布朗 运动 定义 相应 
的 随机 积分 , 再 研究 加 性 分 数 布 朗 运 动 驱 动 的 非 牛顿 流 解 整体 解 的 存在 唯一 性 , 并 
证 明生 成 随机 动力 系统 , 对 乘 性 分 数 布朗 运动 , 给 出 相应 的 随机 积分 , 并 给 出 具有 
Lipschitz 系数 的 随机 偏 微 分 方程 的 动力 学 . 


4.1 分 数 布朗 运动 定义 和 性 质 
设 (0, F, P) 是 概率 空间 , Q 是 一 个 有 界 的 对 称 的 线性 算 子 , 满足 


oo 
Qei = Xei, A;20, jg=1,2,---, trQ = > ` < oo, 


i-1 


其 中 {ei} 是 五 的 一 个 正 交 基 . 
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定义 4.1.1 iX H € (0,1) 是 Hurst 参数 , 定义 在 [0,co) 上 的 实 值 函数 8F (t), t € 
R, 具有 平稳 增 量 、 零 均值 , 方差 为 


1 
EB" (08" (s) = 5 (t7 + ls?” — lt- PF), tseR 


的 高 斯 过 程 称 为 双边 一 维 的 分 数 布朗 运动 . 
连续 的 具有 增 量 协 方差 算 子 @ 和 Hurst 参数 为 万 的 V 值 分 数 布衣 运动 定义 为 


B" (t) = Y VXe BF (t). 
i=l 


2E OA < oo, EBE (t)? = tH, bik wwe L?(0, F, P) 中 收敛 .特别 
地 , 5 H = Lat, 分 数 布朗 运动 即 为 标准 布朗 运动 . 

附注 ”分数 布朗 运动 具有 三 个 特征 : (1) 自 相 似 性 ; (2) 长 相依 性 ; (3) 具有 a- 
Holder 连续 轨道 , 可 以 从 图 4.1.1 进行 对 比分 数 布朗 运动 和 布朗 运动 的 样本 轨道 的 
异同 . 

附注 4 H Z BF, 分 数 布朗 运动 BE REE, 也 不 是 马 氏 过 程 . 

取 Q = Co(R,V), MEXE R E, 取 值 于 V H, 满足 w(0) = 0, 并 赋 以 紧 开 拓 
扑 的 连续 函数 空间 ， 令 所 是 相应 的 Borel-o UML, 已 是 分 数 布朗 运动 的 概率 分 布 ， 
{9}teR 为 Wiener 平移 , Bp 


bwl) =w(-+t)-w(t), te R. 


TU (Q, F, P,0) ERD KREIRA. 
H BP (t) 的 定义 和 Kolmogorov 定理 可 知 , BN 有 一 个 连续 版 本 BH(.) e C(R, 
V), 即 存 在 常数 c,r > 0, 满足 


E||BP (t) - B" (s)|2, < ct —s|*", s,te R. 
这 一 章 只 考虑 五 e (3,1) A, 引入 随机 积分 T i G(s)dB" (s) 的 定义 四. 其 
中 G 为 确定 的 算 子 值 函 数 . 设 p € (>). I 
(i) Vf € L’ (a,b; H), 定义 / G(s)dB¥ (8). 


# f Af ARR, BD f(t) 2x lup G = tí < to <- < ta = b, fi € H. 
定义 积分 


b n—1 
I(f):— j. f(s)d8F (s) = XO (BF (tja) — BF (t). (4.1.1) 
a j=1 


则 有 
EI(f) = 0, (4.1.2) 
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b b 
EUG = Í Í «10.109 > plr- saras 
< C(p, a, b)\IFllZ>¢a,b;41)> | (4.1.3) 


其 中 p(7) = H(2H — 1)|r|2E-2, C(p, a,5) 为 一 只 依赖 于 p,a,5 的 正常 数 . 


FBm, H=0.75 


0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 
t 


布朗 运动 样本 轨道 


0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 
t 


图 4.1.1 


采用 实 变 函 数 中 的 积分 思想 , 可 以 将 被 积 函 数 扩展 至 整个 Ze(a, 必 五) 空间 并 且 
保持 性 质 (4.1.2) 和 (4.1.3). 


(ii) BG : (a,b) > C(H), 2TH Vu € H, t  G(t)u € L*(a,b; H), 


b rb 
[flee icant@leanelt = aras < oo. (4.1.4) 
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EXHT GAF BR 的 随机 积分 : 


I(G) = G(s)dBP (s) := S UR i G(sj&dBÉ(s) e H, — (4.1.5) 


i=1 


其 级 数 在 L?(Q, H) 中 收敛 . 
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a EE 


t 
Mu. V)jut+Vp=V- (use Genre = 9 z € D, t> 0, 
V-u=0, rzc€D,t»0, (4.2.1) 
u = 0, TijkT];T]k = 0, z € OD, t> 0, 


u=wu, TED,t=0. 


SP DEER? 上 的 有 界 光 滑 区 域 , “是 流体 速度 矢量 ，p(u) = 2uo(e + lel?) 2, 这 
里 ejy(w) = 4 (Sut + 绢 ) 是 流体 速度 梯度 的 对 称 部 分 , |e| = (22 - i 6203. 本 节 讨 
io > 0 的 情形 , 即 前 切 流 的 情形 . | 

为 了 便于 利用 抽象 的 动力 系统 方法 研究 随机 非 牛顿 流 (4.2.1), 先 定义 正定 双 线 
性 型 a(., -): V x V — R, 


atq oy z (Au, Ay (4.2.2) 
命题 4.2.1 Hef RRA ap de FAR: 
(i) V uye zu, Vu € V, : (4.2.3) 
V - (Ae(u)) = 1a Vu € H*(O)n H. (4.2.4) 
(ii) V w, € V, | | 
gn. Av) — P »» f 2 D - . Zat) 二 dz = 2 f Pe u) e) .2 Sy "i — U dz. (4.2.5) 
(iii) d c1,c2 > 0, s. t. 
allully < a(u,u) < collully, Vu € V. (4.2.6) 


证 明 (i) HRB vu € V, # V -u = 0, BJ 2 + 22 = 0. 于 是 


Ou, i (52+ a=) 
= ð 0 Ox, 2 Ox, Ox2 
V -e(u) = t x) f Ou 4 Ou Ou Du2 | 
2 Ox, rz O9 
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0?u, 


Pu 
Sees * 
U1 
1x Ox? 
a o uz 
Axe 


2 
1 | at 


8u: 


q Pua 


p š: 


, ou 


uri i 


0?u» 


ts 


O2u2 


Oz + Ózir2 


0? o uw 
zl 
9? ui 
O72 
uz 
ga 
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gu a? g u 
1 “Ox? zl 
2 uz 8?uz 

ul + uà 
= 了 Au 


下 证 (42.4) R. 因为 偏 微分 算 子 9z1 和 za 可 交换 ， 所 以 有 


(4.2.7) 


V - (Ae(u)) = A(V - e(u)) =A (34u) - Au. (4.2.8) 
(ii) V u,v € H2(O), A 


Oeij(u) (u) . ale) ae 
Oz. 


= 


i,j,k=1 


= -5 festa): TE 
一 一 > EO Aei;(v)dz 
et) as I 


i,j=1 . 
4 9ujY (85v | 
Ox; On; On; 


1 Oui 
--AX Jf (az 
r HER 2.,; 
it) ans (at a 
j OTjTi 


1 2 
=] > J Au; - Av; + Au; - Avjdz 


(Au, Av). (4.2.9) 


con 


Vu, €e V, 有 


z (Au, Av) = 2(V : (e(u)), V - (e(v))) 


8eii(u) 4, 9e1(u) Fof8eu(v) + 9e12(v) 
=2 O21 Ór9 Oz Óx 

8ezi(u) , 8ez2(u) | | 8en(v) , 8ezz(v) 

on, ra ðr, ^ ðr 
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Oei;(u Oeik(v 
-25 (= oy NO) 3 cJ 


j 


8eu(u) de; 
— > yo NUM (4.2.10) 
(ii) 参见 文献 D] 中 引 理 2.3， : 


下 面 定 义 4 及 其 生成 的 解析 半 群 . 由 命题 4.2.1 的 性 质 (iii), 根据 Lax-Milgram 
引 理 , 定义 算 子 4 € L(V,V'): 


< Au,u >= a(u,u), V uvev. (4.2.11) 


命题 4.2.2 (i) 4 是 V 到 V' 等 距 同 构 映射 . ADA) = (u € V : a(u,v) = 
(f.v), f € H), WJ A e L(D(A), H) A D(A) š] HO FSR RH, 

(ii) A BAEZ, A-1 c, 由 Hilbert 定理 知 , 34 的 特征 向 量 {feijge; C D(A) 及 
特征 值 {NXt}22i,s. t. 


Ae; — Aei, GE D(A), i= 1,2,---, (4.2.12) 
Ga SN g aea dino, (4.2.13) 


Jf- B. (ei) KA H 2 8] 8$ — 28 dE iE X; 
(iii) Vu € D(A), 
Aus V v (AA) m. Asu, (4.2.14) 


Bp A = PA?, XP P A L2(O) 8 H 65 Leray 投影 算 子 . 

命题 4.2.2(i) 和 (ii) 的 证 明 参 考 文献 [1], (iii) 的 证 明 参 考 命题 4.2.1. 

注意 到 4 为 具有 离散 谱 的 自 伴 正定 线性 算 子 , 按照 文献 [2] 中 2.1 节 的 定义 ， 
对 4 的 分 数 寡 算 子 定义 如 下 . 

定义 4.2.1 va > 0, 


D(A?) = -Mes €H: ) dor Pe >). (4.2.15) 
D(A~*%) = [araoe < MBRR n) i (4.2.16) 
k=1 


oo 
A*h— M eges, he D(A?). (4.2.17) 
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id Fa = D(A?), W Fa 为 一 可 分 的 Hilbert 空间 , 在 fa 上 定义 内 积 (w,v)a = 
(A*u, A?v), FER llulla = |All; 多 _。 为 Fa 上 全 体 有 界线 性 泛 函 . 特别 , Fo = H 


.多 112 =V; F_1/2 = V'; Vo > 02, Fo, BRA Foz 


因为 4 是 Hilbert ZH H PR BSE, HE, PARAL, 所 以 AARBAT 


(参见 文献 [4]1.3 节 例 2), 4 生成 一 解析 半 群 Se L(H), 
S(t) := et^ = A e dE,. 
半 群 S 有 下列 性 质 . 


命题 4.2.3 (i) Vo €R, t > 0, S(t) RF. AMNoso Fe, HLA 2 


liS(t)ulla < e7™™ lulla, 


S(-)u € C([0,T];.2,) n C((0, T]; No>0 Fo), Vu € Fa; 
(ii) Vu € H, | 

IlSC)ullx < 2l|ull. 
WEBB (ii) AF 


S(-)ulleqo,r);#) = ux, IIS (t)u|| 


< 
< max, |IS(t)llcun - lull 


S max et ||ul| = llull, 


te[o,T] 


T 
llSOulls za) = f Ouka 


= J "AS Eu, S(t)u)dt 


= [ (== situ ) a 


T diiS(t)ulP y 
-3 ò dt 


= - 5 (IISC)wll — Illu?) < llul, 


SOullx = llSC)ulleqorya + llSC)ullza(o;r;v) < 2llull. 


(4.2.18) 


(4.2.19) 


(4.2.20) 


(4.2.21) 


(4.2.22) 


(4.2.23) 


(4.2.24) 


a 
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考虑 Cauchy 问题 


Ze +Au= f(t), te (0,7); u(0)= uo, (4.2.25) 


JOP w € Fa, f € L2(0, T; Z, 4/5). 
定义 4.2.2 #ku f (4.2.25) AF, PHBR, $ 
u € C([0, T]; Fa) N L?(0, T; Fo41/2), = € L*(0, T; £, 1/3), (4.2.26) 


并 且 等 式 (4.2.25) 在 分 布 意义 下 成 立 . 
弱 解 与 通过 半 群 S 表 示 的 温和 解 有 如 下 关系 . 
引 理 4.2.1 回 ”问题 (4.2.25) 存在 唯一 的 弱 解 , 其 表达 式 为 


u(t) = et4uo + / i e (774 f(r)dr, (4.2.27) 
0 

EL 

OI + fI aar < Oe Ue) (4228) 


为 了 将 方程 (42.1) 写成 抽象 的 发 展 方程 , 还 需 处 理 方程 (42.1) 的 非 线性 项 . 
首先 定义 三 线性 型 : 


2 
b(u,v,w) 一 5 n Vu, v, w € Hè (O). (4.2.29) 


ija 
因为 V c H)(O) RAAF, Ab, EV x V x V 上 连续 , 由 文献 [3] 知 
b(u,v,w) = —b(u,w,v), b(u,v,v)=0, Vu,v,w,c Hi(O). (4.2.30) 

Vu,v € V, UZR B(u,v) € V' : 
< B(u,v),w »—b(u,v,w), Vw €V. (4.2.31) 


FFAS B(u) := B(u,u) € V”, Vu € V. 
Vu € V, 定义 N(w) 为 


< N(u),u >= 人 nu(u)ei;(u)eij(v)dz, Wv € V. (4.2.32) 
则 N (u) 28 V Bl V" ESE eR. 并 且 有 


NUS ji (V (Quu)e(u))) > ede: (4.2.33) 
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至 此 , 将 系统 (4.2.1) 转化 为 抽象 的 发 展 方程 : 


du + (2u1Au + B(u) + N(u)) dt = dB (t), (4.2.34) 
u(0) = uo. (4.2.35) 
先 定义 下 面 的 函数 空间 : 


Y-(6:ó6€Cg$(O,V-0-—0), 
H = {cl(V)EL7(0) P53}, 
V = {cl(V)4£H?(0) A}. 
记 (.，) 为 五 中 的 内 积 , < .,. > 为 V 与 V' 之 间 的 对 偶 积 . 
定义 算 子 
ln »» (25902) Pere bu 外 )-MÍ Oei; (u) 8eis(v) +ç w aniv 
i,j,k 


Or,” Ozk “Or, Örk 
由 Lax-Milgram 引 理 可 知 , A € L(V.V') 是 一 个 等 距 算 子 , 且 
(Au,v) =a(u,v), VuveV, A= PA2. 
定义 泛 函 N(u) 为 


< N(u), >= > T Quole + |e(u)|2) "^e; (u)ei(v)dz, o € V. 
š,j=1 
TE, 在 分 布 意义 下 重 写 加 性 分 数 布朗 运动 驱动 的 非 牛顿 随机 偏 微分 方程 为 下 
面 抽象 的 发 展 方程 


du + [2p1Au + B(u,u) + N(u)|dt = dB (t), 
ult=0 = uo. 


定义 4.2.3 称 以 是 方程 (4.2.34) OM, Hu € C([0, T]; H) n L?(0, T; V), 并 且 
EH PARELLA FRAZI 


. T T T 
ub) = ug = J S(t — s)B(u(e))ds — J S(t — s)N (u(s))ds + / S(t- s)àBH (s), 
: : : (4.2.36) 
其 中 方程 (4.2.36) 右 端 第 二 、 三 项 积分 为 算 子 值 函 数 的 Bochner KF, 第 四 项 为 上 
节 定 义 的 随机 积分 . 
本 章 通过 在 空间 X = C(0, T]; H) n L2(0, T; V) 中 寻求 不 动 点 来 证 明 fBm 驱动 
的 不 可 压 非 牛顿 流 系统 (4.2.1) 解 的 存在 唯一 性 . Vu e X, > 


J(u) :一 -f S(: — s)B(u(s))ds, (4.2.37) : 
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Jo(u) := — f S(- — s)N(u(s))ds, (4.2.38) 
0 


t 
z(t) := 人 S(t — s)dBF (s). (4.2.39) 
0 
引 理 4.2.2 J: X — X, 9F B Vu,v € X, 有 估计 


ll GI es llull eom; * Hullza(o,r; v» (4.2.40) 
š 
Ili (u) — AQ) «eo (Mullo man - |ullZzqo,ry;v.  Hvlleoman * Ilel|2 tov.) 
. (ilu — le ¢o,r};27 + llu — vli Lat.) ) : (4.2.41) 


WEBB GUE J, BR X BX. 
由 文献 [1] "P5138 2.6 知 Yu € X, B(u) € L?(0, T; V^). 于 是 根据 引 理 42.1 8, 
九 (4) 是 下 面 线 性 微分 方程 


hl + AJ(t) + B(u(t)) =0, te/0,T], (4.2.42) 
J(0) =0 (4.2.43) 


的 弱 解 , FAA J e C([0,T];H)NL7(0,T;V) = X, BB) J, BR X BX, 
下 证 (4.2.40) AR. 因为 线性 方程 存在 唯一 弱 解 , 故 可 以 对 方程 (4.2.42) 两 
边关 于 J 作 内 积 得 到 


2 
了 | cg =- < Blu(t)), 1) > 
< BUO) Ov 
< FIBULO + FWON- (4.2.44) 


不 等 式 两 边关 于 + 从 0 到 ;+ 积分 , 得 到 能 量 不 等 式 ， 
t t E 
vol? - Í Ods < f UBs. (4.245) 
0 0 
注意 到 
T T 
/ IIB(u(t))l|2,dt < e; f lO - [lu(t)]|2-at 
0 0 
T 
< cr: llvliqo ran / llu lat 


C1 
< (ilellé cone) + Ilull¢2¢0,r:v)) 


[^ 
< > llul I. (4.2.46) 


42 加 性 分 数 布 朗 运 动 驱动 的 非 牛顿 流动 力 系 统 159 
于 是 有 f 


I|Jllk < 2 (IJ; run + laor) < cillul|%. (4.2.47) 

下 证 (4.2.41) ARZ. Vu,v € X, 4 w —-u- v, 则 了 J 为 线性 方程 
E + Au(t) + B(u(t)) — B(v(t)) = 0, (4.2.48) 
M (4.2.49) 


的 弱 解 . 同 理 可 得 能 量 不 等 式 ` 
t t 
wel? + Í 1ho(e)1%as< Í IB(u(9)- Belles. (4.2.50) 
0 0 
首先 估计 ||B(w) - B(v)llv.. Vé € V, 
| < Bu) - Bo), $ > | 
= lb(u, u, $) Y b(v, v, $)| 
|b(u — v, v, $)| + |b(v, u — v, $)| 
ca (llu — wllš = xl lolv lial llè + Lol loll lidllv le — vlè Iu — vil) 
ca (ull lel + Hole) llu — vli Ilu — vip lldllv. (4.2.51) 


人 


I^ 


i 
IL) — B(o)llv; < ea (Tull llè + Holl? Holle) llu — oll lu — oll. (4:2-52) 
TR 
le f wads 
T 1 a 1\2 | 
«e (NE LoT eC) luts) — vC) Ius) — vlde 
T 4 
« 2( (call + ook) 
T 
x liue) - «fae + Í” Io) - voids) 
C2 T. 1 
< 2 (llu vgn Í (tiong 
x 4 
+ lio) IGI) de- llu- vill de) 


T 
C2 
< 2 (au leoman { (ioo 
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£ [OPINI s 4 |f — m) 
< z («ilu — || (to, (isomanlel2omm 


+ D) Eje vzorna) 


<ë (Waligonan ll ny n ll iéqocryanltlléee.r) ) 


x (Ilu = v|letlo,ri m + lu — vll zs (or, ds) , (4.2.53) 
Bp | 
J J 2 < 2 2 2 2 3 
ll (u) — (vx < co (Illo ruam * [ullra o yv + llelléqo rz ° llvllo o, yv ) 
x (llu — *l|Šao,an + llu — vllžaco;r:v)) - (4.2.54) 
o 
引 理 4.2.3 Jo: X — X,9- B. Vu,v € X, 有 估计 : 
||JaCu)ll& < 2e3llullZa¢0,7;v)> (4.2.55) 
|Ja(u) — Ja(v)li& < 2callu — vllZ(o,r.v;- (4.2.56) 


证 明 vue X, 由 文献 [1] 引 理 2.6 知 N (u) € L?(0, T; V). 类 似 于 引 理 4.2.2 可 
WE, Jo Bk X 3] X, A J(u) 是 下 面 线性 微分 方程 : 


rx *AJ() + N(wt) ^0, te[0,T], (4.2.57) 


J(0) =0 (4.2.58) 
的 弱 解 , 并 且 有 如 下 的 能 量 不 等 式 : 
t t 
I| II? + f lI7(s)llyas < J IIN (u(s))I f ds. (4.2.59) 
0 0 
由 文献 [1] 知 
IN (u)llv« < esl]ullv. (4.2.60) 
T | 


t t 
lwl < 2 f IIN (u(s))][] ds < 2es 1 llus) ds < 2csllullžz{o,rv); (4.2.61) 


下 证 (4.2.56) 3X. Vu, v € X, & w = u — v, Ww ARHED 


dw(t) 


— * Aw(t) + N(u(t)) — N(v(t)) = 0, (4.2.62) 
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w(0) — 0 (4.2.63) 
的 弱 解 . 同 理 可 得 能 量 不 等 式 : 
t t 
loco? + Í Wo(lkas< f Guo) — NI de. (4.2.64) 
0 0 
Vo € (0,1), Vó € V, 有 
|< N) - Nod > | =2l | (uuest) — wlo)ess(0)) eu (dal (4.2.65) 
下 面 对 < N(u) - N(v), ó > 估计 的 技巧 类 似 于 文献 [10] 8| 8 3.1 的 证 明 过 程 . + 
F(s) = 2uo(e + |s|?) 2s, (4.2.66) 
其 中 | 
4 
s= 名 2) ER, j|j-Y^4, scR, i-12,3,4. (4.2.67) 
33 S4 i=1 
于 是 F(s) 的 Fréchet 导数 为 
DF(s) = 2po(e + |s|?) 5? 
z as? _ 105182 _ Qs1s3 | Qs1s4 
e + |s|? € + |s|? e + |s|? € + |s|? 
_ 108182 _ as? _ Qs283 S284 
£ + |s]? € + |s|? e + |s|? £ + |s? (4.2.68) 
05183 _ 08283 " as? _ Qs354 
e+ |s|? e + |s]? € + |s|? E+ |s|? 
__@8184 NA _ 03384 (0082 
e + |s|? e+ |s|? e + |s|? e + |s|? 
AA0<a<1, 故 有 
= S48; = $8185 l ER 
eun SABES 575254 (4.2.69) 
以 及 
人 (4.2.70) 
€ + |s|? » 15 1,4,9,4. «dto 
于 是 
|| DF(s)|| < 2uo(e + Is?) 92/4 + > Vs € R4. (4.2.71) 
同 理 可 得 i 


O^ F;(s) 
2 = | — tt! i ik= 
D2F(s) = ( js x2 . Sikais, (4.2.72) 
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其 中 五 (s) = 2uo(c + |s|2)-°/25;. 通过 计算 得 到 
IIDF(s)|| + ||D?F(s)|| S ca(uo,€,a) = c4, Vsi € R, i=1,2,3,4, (4.2.73) 
HP ce 只 依赖 于 jo,e fla. Va, b € R$, 
F(b) — F(a) — n ' DF (a + (b — a)) (b — a)dr. (4.2.74) 
Bla = e(u) = (eij(u)), b = e(v) = (eij(v)), 利用 分 部 积分 以 及 F(s) 的 不 等 式 可 得 


< N(u) — N(),ó > = — J (V - [F(e(u)) — F(e(v))]) ` ódz 
< ca (IIV(u — ol + ll Cu — 9)Ip [Io 
<a (Ilu — vlla) + llu — viv) lie 
< 2eayni||u — *l|vllóliv. (4.2.75) 


于 是 


T ie 
j IN (u(s)) — N(o(ə))||2,ds < cs T llus) — v(s)li-ds < callu — vllo. - 
(4.2.76) 
故 


t 
|| Jo(u) — Ja(v)ll < 2 | IN (u(s)) — N(v(s))llv^ds < 2callullZaco,r,v)- — (4.2.77) 


口 
引 理 4.2.4[6] Vuo € V, t v(t,z) = S(t)uo + z(t) EV 中 有 一 个 连续 修正 ， 
FP v € C([0, T]; V), P-a. s., FLA 


z(t) — af S(t — s)BP (s)ds + B” (t), t20, P-a. s. (4.2.78) 


5]384.2.5U| ib EJ Banach 空间 , F: E > Ey€E,M»0X'*X. X€ 
F(0) = 0, |lylle < $M, 并且 


lo — F{o)lle < ¿llu —- vll, Yuv € Be(M), (4.2.79) 
则 方程 
uz y + F(u) (4.2.80) 
AR — fu € Br(M). 


定理 4.2.1 对 任意 的 初 值 uo € HAA w c Q, 都 存在 随机 变量 T(w), EF 
顿 流 系统 (4.2.34) ÆA (4.2.36) 的 意义 下 存在 唯一 局 部 Mild Mu c X. 
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证 明 ”对 任意 的 we 0, > 
y(t) — S(t)uo 4- z(t), (4.2.81) 


则 有 
liyllx < IlSC)uollx + llzllx < 2lluoll + llzllx. (4.2.82) 


id M (w) = 2(2||uol| + Ile(w)llx)- 
构造 映射 下 = J, + Jo, Wj Yu, v € X, A 


IF) — Z(ollx 
< Iu) — Ox + lla) — Jal 
<) (lular lalao + llollbaoan : ilie) - llu oll 

+ 2c T3||u — v|ix 
< 2c MÀ (Ilulls qoin. + lolani) llu — vllx + 2e T3]]u — vllx. (4.2.83) 


由 Bochner 积分 的 绝对 连续 性 , 选取 7 E (0, 1]s. t., 


1 
(liliis ssi Hello) < (2Me)) "3. (4.2.84) 


BST = min(r,1, gq} (注意 到 了 的 选取 跟 w, MAX). WA 


IF) -Foll < ($+ F) le- vll = Siu vli (4.2.85) 

根据 修正 的 不 动 点 引 理 4.2.5 可 知 , 方程 
u(t) = S(t)uo + z(t) + J (u) (t) + Jo(u)(t) (4.2.86) 
# X = O((0,T]; H) o 52(0,T;V) 中 存在 唯一 解 , 目 解 [ullx<M. D 


定理 4.2.2 对 任意 的 初 值 Wo € HRW € Q, 非 牛 顿 流 系统 (42.34) 在 
(4.2.36) 的 意义 下 存在 唯一 的 整体 Mild Stu € X. 

WEB] 由 定理 4.2.1 可 知 , 非 牛 顿 流 系统 (4.2.34) 在 (4.2.36) 的 意义 下 存在 唯 
一 局 部 Mild fif ue X. 下 面 将 局 部 解 进行 延 拓 , 首先 进行 解 的 估计 . 

4 y(t) = u(t) — z(t), 则 y 满 足 


t 
y(t) = S(t)uo — f (S(t — s)[B (y(s) + 2(s)) + N (y(s) + z(s))]) ds. 
由 引 理 4.2.1 知 , y(t) 是 下 列 带 随机 系数 的 微分 方程 
dy(t) 


CU + Ay(t) + By(t) + 2(t)) + N (y(t) + 2(t)) = 0, 
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y(0) — uo /— — (43.87) 
的 弱 解 . 将 (4.2.87) 式 两 边 与 y(t) 作 内 积 , 得 
1 dl|u(t)| 2 z 
3 ae  +llu($)llv + (ult) + z(t), y(t) + 2), u(t) + < N(y(t) + z(t)), (t) >= 0. 
| (A.2.88) 
首先 估计 5b 项: 


b (y(t) + z(t), y(t) + z(t), y(t)) 
= b (y(t) + z(t), z(t), y(t)) 
= —b(y(t), y(t), y(t)) ~ b(z(t), u(t), y(t)) 
< ally) roll Olo ll Lana co» llO + cally Cllr colle OT a 
< HOIR + 25 6]llyOI Iz COT «coy + sll (ene + 16c1||z(2)|lZ«,0. 
其 次 估计 NM: 
< N(y(t) + 2(t)), y(t) > = — ji (V - (F(e(y(£) + z(t))) — F(e(0))]) - (dz 


< ca (Itl + Hl) I) + z6) 
< 2cunlly(t) + z(O - lull 
< jlly(ollv --16eslls o] 

即 有 


2 
HAE + lO < elt + lelro ION + erll l+ Ollo) 


由 Gnowwall 不 等 式 可 得 


T 
2 < 4. , 2 
mex, lOl comp { ett f lOl e»| Jluo|| 


T T 
+= f exp faas f Isl | ata 


+ |I2(s)||?)ds, (4.2.89) 


Yh Y i 
f ION Itu + cs sup LOI f llz Coll. oydt 


T 
rar f (zE) o) + lle(t)ll?)dt. (4.2.90) 


这 表明 Mild 解 可 延 拓 到 任意 区 间 上 , 于 是 解 的 整体 存在 性 得 证 . 口 
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定理 4.2.3 ”对 任意 的 初 值 wo € X, 非 牛 顿 流 系统 (4.2.34) 的 整体 Mild Mult, 
uow) € X 确定 的 解 映射 9 在 了 上 生成 一 个 随机 动力 系统 . 

证 明 ”对 每 个 给 定 的 we Q, 由 Mild 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 可 知 , 5 是 可 测 的 . 
下 面 只 需 验证 余 环 性 质 . 对 每 个 w e Q, 记 积分 方程 


t 
u(t) =S(t)uo — J (S(t — s)[B (u(s) + z(s)) + N (y(s) + 2(s))]) ds 
t 
2 H 

+ / S(t — s)dB" (s,w) 
的 解 为 u(t; 0, cw, uo). 注意 到 

T t+r 

f S(t — s)dBP (s,0,w) = Í S(t 4- 7 — s)dBP (s,w), 
0 T 
Bl z(t, T, w) = 2(t,0,0,w). 由 解 的 存在 唯一 性 可 知 
u(t +T; T,w, uo) = u(t + 7; 0,w, ug). 

4 $(t,w, uo) = u(t;0,w, uo), BI 


olt + 7,w, uo) = u(t + 7; 0, w, uo) 
= u(t + 7; 7, w, u(7; 0, w, uo)) 
= u(t; 0, 0,w, u(r; 0,w, uo)) 


x H(t, 07w) o é(r, w), 


BI dO EX 上 生成 随机 动力 系统 . 口 
定义 再: R+f x OQxVoWVlF: 


t t 
$(t,w, uo) =S(t)uo 一 f S(t — s) B(u(s),u(s))ds 一 J S(t — s)N (u(s))ds 

0 0 

t 
= H 
+ ji S(t — s)dBP (s)). 
分 数 布朗 运动 相应 的 Ornstein-Uhenbeck 方程 
dz(t) = —2p AZ (t)dt + dBP (t), u(0) = uo. (4.2.91) 

5|384.2.6/9! Ornstein-Uhenbeck 2-4 (4.2.91) 定义 了 一 个 随机 动力 系统 


W(t,w,2) = S(t)uo + BP (t.u) + A f ' S(t gh (t, r)dr, 
0 
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并 且 存 在 一 个 mod-P 唯一 的 随机 不 动 点 


w= f S(-T)dBP(r,w), P.as. 


MEB olt) = u(t) + V (£u), 就 得 到 下 面 的 随机 系数 的 偏 微分 方程 : 


a + 2ui Av + B(v + V,v + V) + N(V +v) = 
定理 4.2.4 AEP MAA (4.2.34) 的 弱 解 u(t,w,z) 生成 的 随机 动力 系统 存在 随 
机 吸引 子 . 
证 明 证 明 方法 类 似 于 文献 [22], 在 此 略 . 口 


43 乘 性 FBM 驰 动 的 随机 偏 微分 方程 的 动力 学 
Maria, Lu 和 Schmalfuss nal 研究 了 乘 性 噪声 驱动 的 随机 发 展 方程 


{ du(t) = [Au(t) + F(u(t))]dt + G(u(t))dBP (t), 


Hexe (4.3.1) 


RF FA G, C 都 是 全 局 Lipschitz 条 件 时 , 引入 了 适当 的 函数 空间 Wees (0, T, V), 
利用 Banach 空间 压缩 映像 原理 证 明了 该 方程 在 W?2(0,TV) 中 存在 唯一 的 Mild 
解 , 并 且 解 映射 更:Y ;Wem”(0,T,V) 生 成 一 个 随机 动力 系统 , 详 见 文献 [13] 中 的 
定理 9 和 定理 10. 需要 指出 的 是 , 很 多 随机 非 线性 发 展 方程 中 的 已 和 G 并 不 满足 . 
全 局 Lipschitz 条 件 , 因此 , 需要 减弱 文献 [13] 中 对 非 线 性 项 的 全 局 Lipschtiz 条 件 
的 限制 , 建立 更 为 一 般 的 结论 . 


下 面 定义 乘 性 噪声 情况 下 的 随机 积分 Í  Gu(s)dg (s)， 注 意 到 分 数 布朗 运 


动 的 轨道 是 a-H6lder 连续 的 、 自 相似 的 、 长 相依 的 . WV = (V, ETSEN, 
a € (0,1), 0 < a < b < T, BF (s) = p” (s) — BË (b), 4 a < t < bi, 定义 Weyl 右 导 


BA 
1 f(t) t FO- £09 V. 
DEIO = Tamale +° J (rera 
Weyl 左 导 数 为 
ë _ Gels f(t) EE f(t) - f(4) 
Pres) (aan A fen £09 = $0), 


Rh, T E T 函数 . 
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3 6 € L1((0,T), V) BF, 定义 a 阶 Riemann-Liouville 右 积分 为 


Ig, ó(t) = Fi n (t = NG 
a Ér Riemann-Liouville 左 积分 为 
g-o = COT f (A = 027160)a. 


则 有 
D$. 13.6 = 9. 

XX FE XE XL ÉS o BY Riemann-Liouville 积分 的 好 处 在 于 , 当 a 为 整数 时 , 与 通 
常 的 Riemann 积分 一 致 , 而 当 a 为 分 数 时 , 可 以 将 对 6 的 a 阶 积分 转化 为 对 参 
数 t 一 和 的 a 一 1 阶 积分 . 

注意 到 对 加 性 分 数 布朗 运动 时 的 随机 积分 不 需要 细致 分 析 可 积 函 数 类 , 而 对 
于 乘 性 分 数 布朗 运动 的 随机 积分 , 要 定义 G(u(s))d8Ë (s), 需要 确定 可 积 函数 类 . 
下 面 参考 文献 [12,13] 中 的 随机 积分 定义 | 

MT > 0 时 , E SW? (0, T; V) Jg a np eR f : o, T] — V RISE QT RS 


n, - f° (HU, ro - 199b, < s, 


(s - 9e*t 
其 中 , 假设 a 满足 0<a<i,1-a<H. 
由 文献 [23] 的 定义 可 知 , 假设 fe Wo?) (0,7; V), 当 0 < s < t < T Bf, 定义 广 
义 的 Stieltjes 积分 


E 


T T t T 
n fap” = (—1) f Dg f (s) Dy. Bj. .(s)ds, J fap” = f us 
由 文献 [23] 可 知 , 随机 积分 (4.3.2) 存在 , 并 且 满 足下 面 重要 不 等 式 


T 
f. rae? | < a87(6")If (43.8) 
0 
其 中 ， 当 a € (1 — H, 3) Bf, 
Ae (9^) = r(1— a)l (a)  Po«s«t«T (E 2 = x ) j É ux la s). 


注意 到 AST (8P) 在 全 测 集 上 是 有 限 的 , HERF (0e n 是 不 变 的 . 
下 面 对 无 穷 维 分 数 布朗 运动 BH 来 定义 随机 积分 . 
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令 L(V) 为 V 上 的 线性 有 界 算 子 组 成 的 空间 , G : Q x [0,7] 一 L(V), 对 每 个 i e 
N, w € Q, G(v,-)e; € W%1(0,T, V). 定义 


J dires. Í T G(s)Qbe,dBE (s) kS Ux | “G(s)esdBH(s). — (434) 
0 iz 70 PI ES i=1 0 TE 


5|384.3.109] 如 果 > VÀ < oo, 则 对 所 有 的 we Q, 对 每 个 G : Q x [0,7] 一 
L(V), G(w, eg € W* 10, T. V), 随机 积分 (4.3.4) 有 意义 , 并且 


< Aa” (w)sup,]G()eia, w € 9, 


TA G(s)dw(s) 


KF, A9; OT (w) = =a x VAAD T (gH) 
5|384.3. 203) 对 任意 的 a,b,7 € R, 当下 面 的 随机 积分 有 意义 时 , 下 面 的 平移 
性 质 成 立 , 即 
b b—r 
/ G(s)dw(s) = f G(s + r)d0,w(s). 
ae 1 — B,2), n € [e,1 — o),c > 1 Bt, EM Weeo (0, T; V) Jg 
WaS (O, T; V) = {ole : (o, T] > VÆTIR, Eliela < oo], 


其 中 
islas = suDjo, ne ^ (IIl + ef t le 的 — Sar ). 


则 Wa (0, T; V) d&—^* Banach 空间 . 
再 定义 一 个 函数 空间 
Wy 210, T; V) 
={v(t) € L(V): X18 i, v()ei € We(0, T; V), llv(Jeilla;se < oo. 


5]384.3,373 ita € (1 -— H,1o0 21,9 € [o,1— o), WAH 
(1) 对 每 个 we Q, Sive Ws BF, 则 有 


< CAS" (w), o)supienllv(t)eilla,n,, 
me 


| T FT r)e(D)ko(0) i 


其 中 , ÁREA e€ Q, imo C (AbT (w), o) = 
(2) š TR HH v : (0,T] — VBA supiep,rillet)ll < oo 时 , 则 有 


| [ S(t — r)v(r)drlla,,e S C2(o)suprefo,re“Ilv(t) ||, 
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其 中 , lim, sus C2(0) = 0. 

定理 4.3.103 Ra € (1 — H,1,o > 1,€ € [o,1 — o), RERS PR 
Lipschitz 连续 的 , G : V 一 L(V), G! : V > L(V, L(V)) 满足 条 件 : 


sup |IG(ui)e; — G(u2)e;|| < Lallvı — Vall, 
ie 


sup lIG" (v1)e; — G'(va)ei|| < LG||ui — Vall, 
ie 


其 中 {eijiew 是 VV 的 完备 正 交 基 . 则 对 任意 的 初 值 wo € V, 方程 (4.3.1) 在 空间 We" (0, 
T;V) 上 存在 唯一 的 解 u(t;to,w), 属于 We;”(0,T;V), 并 且 对 每 个 w E Q, RAG : 
yo Wes (0,7; V): uo > ust itk t3. 

WEBB 应 用 标准 的 Banach 中 的 压缩 不 动 点 定理 即 可 证 明 . 定义 映射 : 


7 (u)(t) = S(t)uo + f S(t — r)F'(u)(T)dr + rà S(t — r)G(u)(r)do(r). 


J B7*(0,27) = {u € We" (0, T; V): |lullagoo < 27) 映 到 自身 , RWE |T (u) — 
T(u2)|la,eo < C(o)(1 + 4Fe%oT)||u; — ua|[a,e,o, 从 而 得 到 解 的 存在 唯一 性 ,. 详 细 证 明 
参阅 文献 [13] 的 定理 9. D 

定理 4.3.2 [13] 方程 (4.3.1) OM u(t, w, uo) 定义 了 一 个 随机 动力 系统 $9 : R* Ox 
VV: 


pt t 
P(t, c, ug) = S(t)uo + i S(t — T)F(u)(r)d7 + J S(t — r)G(u)(r)do(r). 


附注 ”由 于 定理 431 和 定理 4.3.2 SERRE FA G, G' 均 要 求 是 全 局 Lipschitz 
连续 的 , 使 得 应 用 范围 很 小 , 需要 利用 Yosida 近似 的 技巧 来 处 理 非 Lipschitz 情况 ， 
或 者 利用 广义 的 迭代 方法 来 处 理 ， 注 意 到 分 数 布朗 运动 的 轨道 不 满足 Markov 性 
质 , 在 利用 随机 动力 系统 的 框架 研究 随机 吸引 子 时 , 紧 性 不 易 得 到 , 需要 在 W% 上 
构造 新 的 余 环 , 而 不 是 利用 原来 的 RDS, 使 之 与 两 个 余 环 和 RDS 之 间 建 立新 的 关 
系 得 到 紧 性 , 从 而 建立 随机 吸引 子 的 存在 性 1. n 
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第 5 章 Lévy 过 程 驱动 随机 发 展 方程 的 动力 学 


近年 来 , Lévy 过 程 驱动 的 随机 发 展 方程 解 的 存在 唯一 性 引起 了 很 多 学 者 的 关 
ik, 例如 Applebaum 系统 地 给 出 了 Lévy 过 程 及 随机 积分 , 证 明了 Lévy 过 程 驱动 
的 随机 常 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 , 以 及 相应 的 Lévy 流 等 结论 . Peszat 等 03] RR 
统 地 给 出 了 随机 偏 微 分 方程 解 的 存在 唯一 性 和 正则 性 的 研究 方法 , 文献 [6] 的 第 七 
章 介 绍 了 Lévy 过 程 驱动 的 非 线 性 抛物 方程 解 的 存在 唯一 性 . 

本 章 研究 由 Lévy 过 程 驱动 随机 偏 微 分 方程 的 动力 学 性 质 , 由 两 部 分 组 成 . 第 
一 部 分 研究 由 从 属 子 Lévy 过 程 驱动 的 Boussinesq 方程 的 随机 动力 学 四, 第 二 部 分 
研究 Lévy 扰动 的 部 分 耗 散 反应 扩散 方程 的 随机 吸引 子 凤 . 


5.1 从 属 子 Lévy 过 程 及 Oenstein-Uhlenbeck 变换 的 性 质 
Lévy Xf Y (t) 可 分 解 成 小 跳 部 分 六 (t) 和 大 跳 部 分 Y(t) 两 个 部 分 , BD 
Y(t) = (Ü) + Ya(t), t> 0， 
其 中 "为 Lévy 过 程 Y 的 强度 测度 , Y, 是 强度 测度 为 (Tf) = v(T 门 Bu(0,1)) 的 
Lévy 过 程 , Yo 是 强度 测度 为 vs = v — v BJ Lévy 过 程 , W| Yo. 可 以 看 成 是 强度 测度 


为 v2 的 补偿 Poisson 过 程 . 因此 , Y, 和 了 玖 均 可 以 用 Poisson 随机 测度 r 来 定义 , 其 
中 


fr([0,1] xP) = irAY (s), reu, AY(s-Y(s-Y(s) s>0. 
T 
注意 到 7 是 一 个 时 齐 的 Poisson 随机 测度 , W Y 可 以 表示 为 
Y(t) = > AY (s) = / |, gu da), tad. 
因此 | | 
Y) =Y lavt) AY (9) = f I doe ux dy, da); (5.1.1) 


s<t 


t 
Y2(t) = lay(s)>14¥(s) =f i un (dy, ds). (5.1.2) 
s«t 0 J|u[21 
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^0«n«T71«7«---— co FE Y MOBENI, 对 每 个 k,AYz(7k) = AY (Tk) = 
Y(t) — Y (zk—)- 

RAF T(t), t c [0, T| J&é B TA USIE 的 线性 有 界 算 子 组 成 的 空间 上 的 强 
可 测 函 数 ,Y ÆU 值 的 Lévy 过 程 . 则 当 t > 0 时 , 可 定义 随机 积分 如 下 : 


[ wax) = wearer. 
š Tk <t 
由 此 , 随机 积分 可 分 解 成 
t t t 
f V(s)dY (s) = f V (s)dY; (s) + jJ V(s)dYs(s). (5.1.3) 
0 0 0 
对 于 在 Banach 空间 中 的 非 线性 发 展 方程 


| du(t) = (Au(t) + F(u(t)))dt T dY (t), t 20, (5.1.4) 
u(0) = uo, 
Langevin 方程 
{ dX(t) = AX(t)dt + dY(t), t>0, (5.1.5) 
X(0)=0 


的 解 为 Ya. 易 知 , Ya 有 局 部 无 界 的 轨道 , 在 适当 的 条 件 下 , YA 的 轨 线 在 L?((0, T], E) 
中 , 则 有 


X(t) = | S(t — sdYs (s) + 上 “S(t — s)d¥o(s) = X(t) + Xo(t). 
由 上 述 讨论 可 知 


t 
X2(t) = n ei-9^qy,(s) = ` e*79^AY(n), t20, 
0 


Tk <t 


对 每 个 上 和 任意 的 w € Q, 由 定义 可 知 , 34 + € [Tk Tei) 时， 
X(t) = S(t — x)[Xo(.—) + AY2(1.)]. 


由 于 当 t e (0,71) Bf, Xz(t) = 0, 因此 ， I |X2(t)|%dt = 0. 从 而 当 大 > 18d, 
0 


Tk+1 Tk+1 —Tk 
i IXa(t))dt < C f le^ a dr IX (ri) + AYa (n) 
k 


设 Z4 是 从 属 子 Lévy 过 程 相应 的 Ornstein-Uhlenbeck 方程 


Po = AX(tdt--dY(t, t>0. (5.1.6) 
X(0) = To 
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的 解 , 则 有 
引 理 5.1.1 向 如果 p € (1,2, Z 是 属于 Sub(p) 的 从 属 子 过 程 , EX — 4 * Z 


型 的 p-Banach 空间 , 则 以 概率 1, 对 所 有 的 全 > 0, 都 有 
T 
f IZa(t)Iz dt < oo. 
0 


5|]385.1.2U] WRAAE Lévy 噪声 满足 上 面 的 假设 ， 则 以 概率 1， 对 所 有 
的 全 > 0, 有 
/ IZa(t)|t«dt < oo. 
0 
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这 一 节 研 究 从 属 子 Lévy 过 程 驱动 随机 Boussinesq 方程 


au 1 1 
(zAu- Vp- u. Vu- zez) + aY, (t), 


| dt \Re 
dvu-0, DxR., 
dó ( 1 " ` (5.2.1) 
“= ( mA u ve) + dY2(t), 
u(0) = uo, Dx Ry, 
6(0) = bo, 


其 中 , IH RE PRÉC = u(x,t) = (ul, u?) e R 表示 流体 的 速度 , 纯 量 函数 p 表 示 压 
38, z = (€,n) € D C R?, Fr 是 Froude XX, Re 是 Reynolds 数 , Pr 是 Prandtl Jt, 
e; € 尼 是 垂直 向 上 方向 的 单位 向 量 . Ys (t) A Yt) 是 从 属 子 Lévy 过 程 , 其 中 W = 
(W(t)sod&U (AW H FE Wiener 3ifü, Z = (Z(t))izo 是 属于 类 Sub(p), p € 
(1,2] 的 从 属 子 过 程 ,Y = (Y (s))x>o EU {A Lévy 过 程 , 即 


Y(t)=W(Z(t)), t20. (5.2.2) 
为 便于 讨论 , 定义 下 面 的 向 量 和 算 子 : 


U —(u,0), Y(t) = (Y(t),Y?0)), 
AU = a) i ex 
kA20 —kA6 


B(U;, U2) = Bi (u1, u2) = (u1 - V)ue 
, Ba3(ui, 05) (ui . V)8» , 


" — pis 0e» _ E uo 
n= (7*9). e-o (7). 
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则 方程 组 (5.2.1) 可 以 写成 抽象 形式 


a + [AU + B(U,U) + R(Uydt = dY (t), S 


U (0) = Up. 
注意 到 算 子 A 和 42 都 是 正 的 、 自 伴 算 子 , 定义 域 分 别 为 D(41) Fl D(A2), WAF A 
EHE D(A) = D(A1)x D(Az) E. HIR [2] 的 引 理 2.2 可知 , (Aru, u) 2 a [ull r2): 
(Aa(u, 6), (u, 0)) 2 p2l|(u, 0)||2, 其 中 H1, H2 是 正常 数 . 4 À = min(Aa， Ha), 则 有 


(AU, U) > A||U|f?. 


类 似 于 文献 [2], 对 于 任意 的 U,V,W € V 定义 三 线性 形式 bu v, w) =< B(u, v), 
山 > 如 下 : 


Ov; 
= 2 us — ws 
bi(u, v, w) nom 


bo (u, ù, Ù) = 1 chu Si tydz, 
b(U, V, W) = bi (u, v, w) + bə(u, 9, Ù). 
5|385.2.17] Ae U,V, W eV, 则 有 
b(U,V,W) = —(U,W,V), | (B(V,U),U) = b(V,U,U) = 0. 
5]385.2.30 deR u € V.,0,n € Vo, à = (w,0), 则 存在 常数 cp > 0 满足 


lo(u, v, w)] < callullznlul|zə|lol|, u € V,v € D(A),u € H, 
lbx(u, v, w)| < ep|lullo| ltl] 3, llollellwllė lwll, ue Viv e D(A),w € V, 
lbs (u, v, u)| < epllull;n|lollz lol, u € Vive V, 

|b2(u, 8, w)| < eslhul hls ol [|e]? |[wl|2.,u € V,0 € V,u € V 
[b2(u,0, w)| € callullllollszllvlla, u € H,0 e D(A),v € V. 


考虑 从 属 子 Lévy 过 程 Y(t) 驱动 的 随机 Boussinesq 方程 


| dU + [AU + B(U,U) + R(U)|dt = dY(t, — t20. (5:24) 
U (0) — Uo. 
iU Za(w) JE Langevin Jy f£ (5.1.5) 的 稳 态 解 . 
定义 5.2.1 —4 H 4& (F.):po 3$ R89, H-*4(0, 1) 48 65 Cadlag it 42 u(t)(t > 0) 
ABA RAAB (5.2.4) 89 EG, REAT > 0, a.a, RA 


T 
sup [Ul + Í IU (Old pa < oo, 
O<t<T 0 
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BSE t y Ee V1) H®7(0,1), 及 对 任意 的 t > 0, 几乎 必然 地 满足 
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(U(t),¥) — (Uo, ¥) — / (U (s), Av)ds + / (B(U,U), v (s))ds + J (R(U), w)ds 


=(¥, Y (t)). 


命题 5.2.1 轩 ”假设 z € L*(0, T; L^(0,1)),g € L?(0, T, V’), vo € H, 则 存在 唯一 


$5 v € H1? (0,T) 满足 


È 4 Av + B(v,z) + B(z,v) + B(wv) = g, t20, 
v(0) = vo, 
且 下 面 的 估计 式 成 立 ; 


T 
sup juo < KL, f IVo(DPar< M? 
tc[0,T'] 0 . 


f T W (OiBdt < N?, n 1 Iv(£)]1«(,1)4t < 2r K*L?M, 
其 中 
K? = e? do 1z(s)1za ds, 
= |vol? +2 n ^ Ag (o)io-ds, 


T 1/4 
T 
= lvol? 十 sr | lz (5l «(o,T, (0,1) + KR DD, 


并 且 映 射 L2(0,T,V') x H 3 (go, vo) ^v € HH2(0,T) 是 解析 的 . 
命题 5.2.2[12] jku:[0,T] 一 BB 连续 函数 , 其 左 导 数 为 


u(to + €) — u(to) 


— (to) = 
i o) e—0,e<0 E 


Æ to € [0, T] ALA. M y(t) = Ju(t)|p,t € [0, T] 是 to 处 的 左 导数 ,并且 
d Pu = min { (2° TE to) : z* E Əlu(o)l }. 


命题 5.2.303 it F: D(F) — BX m 耗 散 映射 , 则 有 
(1) 对 所 有 的 a 0, z,y € B, |Ja(z) — Ja(y)la < |z — ylB; 
(2) š a > 0 RF, 映射 Fç 是 耗 散 的 , Ff B 2£ Lipschitz 连续 的 , Pp 


2 
Fa(z) — Fa(y)ln < ale — ule Vz,y € B, 


(5.2.5) 
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并 且 |Fa(z)la < |F(z)| o, Y£ € D(F); 

(3) lima o (z) = z, Vz € D(F). 

定理 5.2.1 对 任意 的 uo € H, 系统 (5.2.4) 存在 唯一 的 Cadlag 的 Mild # u(t), 
t>0. 
证 明 $V =U 一 24, 则 方程 (5.2.4) 转化 为 


e =[AV + B(V + Za, V + Za) + RV + ZA)” t20. 


Vio tt (5.2.6) 


下 面 利 用 Yosida 近似 方法 来 证 明 ， 由 文献 [12] 定理 10.1 的 证 明 可 知 , 对 于 a > 
0,8 > 0, 及 充分 小 的 四 m FERI A + 7 Al B(-,-)+ R(-) + m f Yosida 近似 分 别 为 


(A+ = s(u - (4 m^ - 1), 


(B+R) +n)a=—((I-a((B + R) +n)" - 1). 


a 
考虑 下 面 的 近似 方程 : 


| T Yagli) = (A  n)sYa + (B+ R+na(Yas + ZA(t—)) — 2nYsa —nZalt-), 
Ya,8(0) = Uo. 

(5.2.7) 
注意 到 Yosida 近似 算 子 是 Lipschitz 的 , 因此 方程 (5.2.7) ASEH Y, a. FIER 
限 


lim [lim Yap(t)] = Y(t), t20 


存在 , 并 且 该 极限 就 是 方程 (5.2.6) 的 Mild 解 . 

为 简便 起 见 , 这 里 只 给 出 了 = 0 的 估计 , 34m AO 时 可 类 似 得 到 估计 . EY. JE 
积分 方程 

t 
Y. (t) =S(t)Uo + / S(t — s)(B(Ya(s) + Za(s—), Ya(s) + ZA(s—)) 
+ R(Ya(s) + Za(s—)))ads 

的 解 . 注意 到 算 子 (B(.,) + R(-))a 是 Lipschitz 连续 的 , Z4 是 Cádlág 的 , 因此 , 上 
述 方程 在 互 中 存在 一 个 解 , 并 在 五 空间 上 连续 . 

对 于 a > 0,8 > 0, 直接 计算 可 得 

Yo E Yo,6 
=S(t)Uo — Sa(t) 


" ri [S(t — s) — Sp(t — s)[B(Ya (s) + ZA(s—), Ya(s) + Za(s)) 
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+ R(Ya(s) + Za(s—))]ads 
* fi ISa- 9) [IB (Ya (s) + Za(s—), Ya (s) + ZA(s—)) + R(Ya (s) + Za(s—))]a 
- [B(Ya,a(s) + Za(s—) Ya (s) + ZA(s—)) + R(Yo,e(s) + Za (5—))]a ds. 


HT ARI B+R E: m FER, 因此 , 存在 常数 Mw 和 C, 使 得 对 所 有 的 上 > 0,V,W € 
五 ,都 有 


llSa(t)llzca S Me", |[B(V) + R(V)]a — [B(U) + R(U)]a| < CalV — Ulz. 
从 而 有 
[Ya(t) — Ya,a(t)| 
t 
«|S(t)Uo — Sa(t)Uo| + MCa f e^t-9 y, (s) — Ya a(s)|ds 
0 
t 
+ | |[Sə(t — s) — S(t — s)][B(Va,a(s) + ZA(s—), Ya,a(s) + ZA(s—)) 
+ R(Ya,p(s) + ZA(s—))]a ds. 


H Hille-Yosida 定理 可 知 , 34 8 — 0 BF, Sa(t)Uo 一 S(t)Uo 在 有 界 区 间 上 关于 + 是 一 
致 的 , 在 互 中 的 紧 子 集 上 关于 初 值 Zm 是 一 致 的 . 因此 , 34 8 一 0 BF, 在 有 界 区 间 上 ， 
一 致 地 都 有 


t 
IYa(£) — Ya,a(t)| < MCa ji IYa(s) — Yo.a(s)ids. 
由 Gronwall 不 等 式 可 得 
lim sup |Ya(t) — Ya, p(t) 20, VT < oo. (5.2.8) 
B—01«T 
由 引 理 5.2.2 可 得 
Feal =min{ (2", E Ya) : a° e apro) 
=min Íz", ApYo,a(t)  [B(Ya (s)  Za(s-), Yale) + Zals-)) 
+ R(Ya,a(s) £ Za4(s-))]a) : z* € o. 


注意 到 464 : M[B(-,-) + R()] 是 m FERH, EL Ag 是 线性 的 . 因此 


A] <{[B(Za(t—), Za(t—), ZA(t—), Za(t—)) + R(Za(t—))]al 
<|B(Za(t—), Za(t—), ZA(t—), Za(t-)) + R(ZA(t—))|, 
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=——— M 
ato < Wol + Í IBIZA), Za(t-). Zalt-), Zalt-)) Ratis, (20, 
由 估计 式 (5.2.8) 可 知 , 对 所 有 的 a > 0, 都 有 
a9 < (Walt Í [WB Zale), Zale), Za(t-) Zale RZalt-lds, t€ (0,71 
类 似 地 , Ht e (0, T] Wt, 由 命题 5.2.3 可 知 
5 Yalt) — Y, (DP 
=(F (Vas (t) — Yra), Ya a (t) — Y, a (9) ) 
~((Ap¥a,a(t) — Aa¥,a(t)) + [(B + R)a (Ya. (t) + Za) (t) 
- (B + RA a(5) + Za(w)(t—)), Ya,a(t) — Ya (8)) (5.2.9) 
«(IG + R)al(Ya,a(t) + Za(w)(t-)) 
- [(B + Rs (0) + ZA(e)(t—)), Ya,a(t) — Yy,a(9)) 
< + [I8 + R)a}(Ya,a(t) + Zalw)(t-))| + KB + R00 + ZA(ə)(t—)] 
< a [IB + R)(Ya,a(t)  Za( (t7) + IB + RY, (t) + Za) t)1] - 
再 利用 算 子 4, B, 忆 的 耗 散 性 假设 , 以 及 估计 式 (6.2.9) 知 , 存在 常数 C > 0, 使 得 
TE Yoel) -Yra <Cla+7), te[oT). 


因此 
lYa,a(t) - Yx a (t)? < 2C(o--y)T, te |0,7T). 


再 根据 估计 式 (5.2.8) 可 知 
IY. (t) - Y4(0P? < 2C(o - y)T, te(0.T]. 


即 当 a 一 0 时 , 在 [0,T] 上 一 致 地 有 Y(t) — Y (t) R. 
下 面 证 明 Yousida 近似 方程 的 解 Y, 实际 上 是 Mild 解 : 


Y, (t) = S(t)Uo + E ; S(t — s)(B + R)a (¥a(s) + Za(s)) ds, t € [0, T]. 
注意 到 空间 有 1 的 自 反 性 , 由 估计 式 


llYa(£]lz: < CallUollzs, t€ [0,T],a>0 
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可 知 , 在 空间 H^ 中 存在 弱 收 敛 的 子 序列 {Yon} BAKARA H! 中 的 函数 Y(t). 再 注意 
到 {Yan(t)} 本 身 在 也 中 强 收敛 , 并 且 满 足 


IY (lg: € Cal|Uollzs, t€ [0,7]. 
She L?, WA 
<Y,(t),h >p2=< S(t)Uo, h 7r: +f < (B+R)(Ja(Ya(s)+Za(s)), S* (t-s)h > r: ds. 

0 

Mo 一 0 时 ， 

Ja(Ya(s) + Za(s)) > Y (s) + Za(s). 
注意 到 

(B.+ R)(Ja(Ya(s) + Za(s)) ^ (B + R)((Ya(s) + Za(s)) 

在 L? PESKA. Sa 一 0, FE 


t 
(Y (t), h) i2 = (S(t)Uo, h) r2 + J. ((S(t — s)(B + R)(Y (s) + ZA(8)), h) za ds. 
再 由 的 任意 性 可 知 
Y (t) = S(t)Uo + i S(t — s)(B + R) (v.(9) + Za(s))ds, t € [0,7]. 
0 


BN Y (t) 是 方程 (5.2.4) 的 Mild f. D 
定理 5.2.2 对 任意 的 uo € H, RK (5.2.4) 的 解 映 射 生成 一 个 随机 动力 系统 
RDS. 
证 明 由 定理 5.2.1 可 知 , 系统 (5.2.4) 存在 唯一 的 解 V(t,2Z(w)(t), zx). 定义 映射 : 


@: Rt xQ x H> H, 
&(t,u)z = V(t.Z(w)(t))(x — Z(w)(0)) + Z(w)(t + 8). 


(1) 由 定理 5.2.1 的 证 明 过 程 可 知 , Yosida 近似 方程 Y(t) 的 每 个 解 是 可 测 的 ， 
注意 到 当 a 一 ORT, Yalt) 一 工夫 是 一 致 收敛 的 , 因此 , XE PRR Y (t) tti E: n TUM BJ, 
TE, 映射 是 可 测 的 . 

(2) 6(0,w) = 了 是 显然 的 . 

(3) 下 面 验 证 更 满足 余 环 性 质 : 


O(t + 8,w)z = V(t + s, Za(w)(t + s))(z — Za(w)(0)) + Za(w)(t + s). 
事实 上 , 注意 到 ZA (w)(s) = 2Z4(bsw)(0), 因 此 


S(t, gsw)[ 更 (sw)z] 
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=V (t, Z4(0.w)(t))(®(s, w)a — Za (8aw)(0)) + Za(85w)(t) 

=V (t, Za(0sw)(t)][V(s, Za(w)(s))(z — Za(w)(0)) + Z(w)(s) — Z(65)(0)) + Z(65«)(t) 
=V (t, Za(0s)(t))(V (s, Za(w)(s))(z — Za(w)(0)) + Za (0sw)(t) 


=V; (t). 
同时 
V(t + s, Za(w)(t + s))(z — Za(w)(0)) 
=V (t, Z4 (8w) (t))(V (s, Za(w)(s))(w — Za(w)(0)) = Va(1). 
由 于 
V (0, Za (8.52) (0))(z — Za(bsw)(0)) = z — Za(6,9)(0), 
于 是 
Vi (0) =V (s, ZA(w)(s))(z — Za(w)(0)) 
=V (0, Za(0.w)(0)(V(s, Za (w)(5)) (x = Za(w)(0)) = Va(0), 
并 且 
mo om MUREA (t + 8). 
因此 得 到 
mo + AV: (t) + B(Vi (t) + Za(w)(t + s), Vi (t) + Za(w)(t + s)) 
-— pt 人 的 十 2Z4(0+sw))， 
mo + AV, (t) + B(Va(t) + Za (8aw)(t), V2(t) + Za(Osw)(t)) 
一 一 RA) + Za(6sw)/(t)). 


Efe HETTA V (t) = Va(t), (as), Bl 
(t, bsw)[®(, w)z] = B(t+ 5,01 .(w))z. 


于 是 , 更 满足 余 环 性 质 . 
由 随机 动力 系统 的 定义 可 知 , 系统 (5.2.4) 的 解 映射 生成 一 个 随机 动力 系统 
RDS. 定理 得 证 . a 


5.8 Lévy 过 程 扰动 部 分 耗 散 反应 扩散 方程 181 


5.3 Lévy 过 程 扰动 部 分 耗 散 反应 扩散 方程 


这 一 节 研 究 Lévy 过 程 扰动 的 部 分 耗 散 系统 的 随机 吸引 子 的 存在 性 . VE m (t, w), 
no (t, w) 都 是 Lévy 过 程 , 其 样本 轨道 都 是 Cadag 的 , 即 其 轨道 是 右 连 左 极 的 随机 过 
程 . 选取 样本 空间 Q = D(R) 为 定义 在 玉 上 的 全 体 右 连 左 极 函 数 空间 , 容易 验证 它 
是 一 个 Skorokhod 度量 空间 , 其 上 的 变换 


bw(.) = w(t +-), 
PHO, 不 变 的 概率 测度 , 且 度 量 为 


pi (wi, w2) 
p(w, w2) = a 2: 1 + pi(wi,we)’ 


其 中 
pi(wr,w2) = inf ( sup jur(t)—wa(A(t))| + sup |é- X(9), 
AEA \ ze[—id te[—i,i] 


A = {A(-)| : AQ) : [75 i] — [74,1], A(—i) = ~i, Ali) = i, AC) ESE BG. 

记 C(X) 为 和 XX 的 所 有 非 空 逆 集 , 8(X) 为 X 的 所 有 非 空 有 界 集 , 下 面 给 出 多 值 随 
机 动力 系统 的 定义 : 

定义 5.3.1 如 果 一 个 多 值 映 射 G : R, xQxXX 一 C(X) 满足 下面 的 两 个 条 件 : 

(1) 对 于 任意 的 ZE X, RH (tz) 一 G(t,w)z 都 是 可 测 的 ; 

(2) 对 于 所 有 的 t,s € Ri,z € X,w € Q, MA G(0,)m = z, B. G(t + s,)z C 

 G(t,6,»)G(s,u)z. 

则 称 集 值 映射 G 为 集 值 随机 动力 系统 . 

定义 5.3.200 ”如果 一 个 可 测 集 4(w) 几乎 必然 满足 下 面 三 个 条 件 : 

(1) ( 半 不 变性 ) 对 所 有 的 te Ry, Aliw) C G(t,w)Aw); 

(2) (吸引 性 ) 对 B(X) 中 的 所 有 集合 B, 都 有 dist(G(t,0_1w))B, Aw)) 0, t 

+00 ; 

(3) ( 紧 性 ) Aw) X PARR. 
则 称 4(w) 为 集 值 随机 动力 系统 的 随机 吸引 子 . 

正如 文献 [10] 所 指出 的 在 研究 集 值 随机 动力 系统 时 , 通常 用 下 面 (G1) 研究 其 
映射 的 可 测 性 , 用 概率 方法 (G2) 证 明 有 界 吸 收集 的 紧 性 : 

(G1) 对 所 有 的 Be B(X), BU (t,w) 一 G(t,w)B 是 可 测 的 ; 

(G2) 对 所 有 的 = > 0, 存 在 常数 R= Re), 使 得 对 任意 的 Be 8(X), 存 在 T = 
T(B, R,e), 使 得 

PÍ supllG(t,0-1w)BI| > R} < e. 
t>T : 
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定理 5.3.109 如 果 对 所 有 的 tE€ R, 及 w EQ, khir Git, we 2 EAE iE 2 
且 是 紧 的 , 多 值 随机 动力 系统 G 满 足 条 件 (G1) 和 (G2), 并 且 对 所 有 的 t>0 和 w € 
0,G(t,w)BR 在 基 中 相对 紧 , 则 


Aw) = |] ^a. (e) 


n=1 


X G(t,w) 的 一 个 随机 吸引 子 , 而 且 该 吸引 子 是 唯一 的 , 在 所 有 闭 的 吸收 集中 是 极 小 
的 、 在 紧 的 、 可 测 的 半 不 变 集 类 中 是 极 大 的 . 
先 考虑 Cádlág 过 程 扰动 的 反应 扩散 方程 


| PT) L ¿Au(t,z) — f(u(t,z)) + h(z) + o(ult,2))n(¢, w), (5.8.1) 


ulag = 0, U|t=0 = uo(z), 


其 中 a > 0,Q c R" 是 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 , f,g € C(R),h e L2(Q),3f BH. f, gil 
足下 面 结构 性 假设 条 件 : 


uf(u)2o|uP—C, a>O0,p>2, |g(v)| < Ci|u| + Ca. (5.3.2) 


定理 5.3.200 MAMIE nt, w) = w(t) X Càdàg RF, 5 > 0, 如 果 对 任意 
的 se > 0, 存 在 T > 0 使 得 


1 à ar, 
P(sup; | om < 52. - 8} > 1-6 (5.3.3) 
并 且 对 任意 的 e 0, Sd ED 使 得 
0 
sup r{f lw(s)les(2C1+7sqs < p) S18 (5.3.4) 
t>0 —t 


JP AE —A £ HAD) 中 的 第 一 特征 值 , Ci 是 正常 数 , 且 满 足 
|g(u)| < Cilul+C2, Ca > 0, 


则 方程 (5.3.1) 的 解 生成 的 集 值 随机 动力 系统 存在 随机 吸引 子 . 
下 面 研究 Lévy 过 程 w(t) 扰动 的 部 分 耗 散 系统 


= z) _ dAu(t, z) + h(z,u) + f(z,u,v) = ki(u)w(t), 

(z,t) € D x R*, 
Slt z) | c(z)v + g(r,u) = kz(u)w(t), (z,t) € Dx Rt, (5.3.5) 
ulap = 0, 


Wlt=0 = uo(r), “%|je=o = vo(z), 
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其 中 a > 0, PARK, f g, ki, ka Alo 对 所 有 自 变量 都 二 阶 连续 可 微 , 并 满足 


(H1) eiluJ? — es € h(x, uju € czlul? + es, p > 2; 

(H2) |f (a, u,v)| < c4(1 + |uP* + |u|),0 < py < p — 1; 

(H3) 6(x) > ó > 0; 

(H4) [|g'(u)| < cs, |g;(z,u)| < es(1 luli = 1,--- n KrPó; > 0i = 
Lien 

(H5) (hi (z-u) + fa (x, u,v) EF + folz, u, v) > —cs(&1 + £2), i = 1, ,n, 其 
中 656 > 0; 

(H6) 存在 正常 数 a1,a2, bi, b2 WE |ki (u)| < ar|u| + bi, |k2(v)| < azlu| + ba. 

引 理 5.3.1 对 (wo,vo) € L?(D) x L?(D), 24 (5.3.5) 存在 唯一 的 解 (w,v) € 
C(0, oo; L?(D) x L?(D)), $Æ u € L?(0, T; Hi(D)) N L?(D x (0, T)). RIT 


G(t,w) : (uo, vo) — (u(t), v(t)) (5.3.6) 


为 一 个 多 值 随 机 动力 系统 . 

证 明 ”用 类 似 于 文献 [11] 中 第 819 页 的 命题 1.1 的 讨论 , 用 经 典 的 Galerkin if 
近 方 法 可 以 证 明 , 对 所 有 的 we Q, 注意 到 有 (w)w(t) 和 ko(v)w(t) 关 于 时 间 t 是 右 连 
左 极 的 , 方程 (5.3.5) 至 少 存在 一 个 解 (ult, w, uo, vo), v(t, w, uo, vo)) € C(0, 00; L?(D)x 
L?(D)), 并 且 w € L?(0,T; Hi(D)) (1 L?(D x (0,T)). 类 似 于 文献 [5] 的 命题 4, 可 以 
验证 G(t,w) 是 一 个 多 值 随机 动力 系统 . D 

3]385.3.2. 344+ (H1) ~ (H5) 成 立时 , FALE FR m1, mo, ba Ca, Cr 使 得 方程 
(5.3.1) $5 (u(t), v(£)) 满足 估计 式 


|u(t)|? + |v(t) |? <(lu(0)Ë + voy e (Etoma) 


Ji (mi lw) |—m2 )ap) 


«f * [elD| + ös + (ca + sity ds. 


证 明 用 w,%v 分 别 与 方程 (5.3.1) YE D EVEL? 内 积 后 得 到 
25 (Iu? T P) + d|Iu|? + k c(z)v?dz + A h(x, u)udz 
4 J [re u, v)u + g(z, 2 dz 
=f (ki (xz, u)u (t), u)da + J: (ko(z, v)w(t), v)da. 
D D 
FH (H6) 及 Young 不 等 式 可 知 , 存在 a > 0 Rr > 0 使 得 


2(ki(u)w(t), u) < (2a, + r)lel lul? + ell, 
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由 假设 (H4) 可 知 , 存在 cr > 0 使 得 
lg(z, | < cr(1 + |l), véeR,zeD. 
再 由 (H1)- (H3) 可 得 
a (lu? + lo?) + 2a] 25] +20, f juPPaz 


<2cs|D| + 2(c4 + c7) I (Iu + lu t1)az + 2(c4 + c7) 上 |v| (a + lul)az 
+ (cr + ca)lw| + (2a1 + r)l| llull? + (2a2 + oa)lwl [[vll?. 


注意 到 
2 
(ea + er) L (vl + lude < 2 n G f G+ uba, 
4 q = max{pi 十 1,2}, 则 存在 常数 6。> 0 满足 


(ca - en) (ll+ eet + Cm (1 4 e2) < os (let +1). 


于 是 
2 
(e +e) a (ul uei + ator + ful)?)dx < & J lujPde-+ ás. 
因此 


d 2 2 2 2,3 p 
+ (lu? + lvl?) + 2dllu|i2 + 6lvl? + Zertu 
<cs|D| + 63 + (ca + cr)|w| + (221 + r)|w||u|? + (2a2 + a)|w||v|?. (5.3.7) 


4 mi = max(2a; + r,2a5 + a), mz = min{6,2dA1}, 其 中 和 1 > 0 是 -A É Hi(D) E 
的 第 一 特征 值 . 由 不 等 式 (5.3.7) 可 得 


5 (ll? Io?) < eslDI + ôs + (ca + er) + (mm: o£] — ma) (lu? + |v). (5.3.8) 
将 不 等 式 (5.3.8) 在 [s, t] BUE T8 (t > s > 0) 
IP + WE? «lu(s) s)? + (colDI + 5)@ — 9) + (oa +6) f (pl 


+ [| (iet) — ma (Into) + toy?) de. (5.3.9) 
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由 Gronwall 不 等 式 可 知 , 24 t > OFF, 


lu) + lv? < (lu(0) + toe) U (malwtpl-ma)dp) 


Jilm le(p)|—ma)dp ) 


+f (colD1+55+(cu-+er)bs))) eA ds. (5.3.10) 


引 理 证 毕 . 口 

类 似 于 文献 [10] 中 引 理 1 的 证 明 , 有 如 下 结论 : 

引 理 5.3.3 iK (us, Un)=(unlt, wn)Ue, Un(t, wn)v2)} C (r200, T; H(D)) N L?(D 
x (0, T) f1C(0, oo; L2(D)) x C(0, 00; L?(D)) 是 方程 (5.3.5) HEER, Sty — to > 
0 时 , wn > wo, Æ L?x L? 中, (u9 v9) 88:c 283] (uo, vo) MH L? x L? PEV ARE A= 
子 列 使 得 

(Un(tn;Wn)UP, Un(tn, wn)v9) — (u(to, wo)uo, v(to, wo)vo) 

Jt P u = u(t, wo)uo € (7(0,7; H1(D)) N LP(D x (0,T) (1C(0, oo; L2(D)) x C(0,oo; 
L2(D)) 是 方程 (5.3.5) 的 解 . 

引 理 5.3.400 设 几 是 一 个 度量 空间 ， 理 是 Borel-o 代 数 ， 如 果 多 值 映 射 G : 
Ry xx X — O(X)# K : aza z € X, t, — to > 0,wn > W, Fn HIE 
$t T z, B ya € G(tn,wn)tn, ARE X AS 91 yn E 4E yn 一 yo € G(towo)zo. R| B& 
射 G 满 足 条 件 (G1). f 

引 理 5.3.5 ”假设 (H1) ~ (H6) 成 立 , Lévy RF w(t) 满足 下 面条 件 : 

(HY0) 如 果 对 任意 的 e > 0,a > 0, MALT = T(e) > 0 使 得 Lévy RF w(t) i 
x 

1 0 m2 I 
P(w(t): cup; | jldp- ™ < -a) »1-6 
(HY1) 对 任意 的 e > 0, 存在 正常 数 DD > 0 使 得 Lévy KF w(t) 满足 
0 
sup P{ w(t) - LL lw(s)|e"*?*ds < D) -1-—e. 


则 方程 (5.3.5) 生成 的 多 值 随机 动力 系统 G 满足 假设 (Go). 
证 明 由 引 理 5.3.3 可 知 , XHEXEBU To > T > 0, 及 任意 的 w € 09, 都 存在 随机 
变量 tw) € [71,79]. 及 初 值 zo(w) € B, 使 得 方程 的 解 在 t(w) 处 达到 上 确 界 , 即 


Qa, Gt beo)BH = (ut), 0- oy, vta) 8) (uoo) vol 


注意 到 w 一 SuUpte[m ,T;] IIG(t 0.) B- | 是 更 可 测 的 , 因此 , ||(u(t(o), 0_i(w)w)zo(w)， 
otw), 0.9) HE & RTI 
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EE e > 0, 对 任意 的 N > 0 及 任意 的 T, 当 te [T, T + N] ET, 定义 
LN ={u,: sup ||G(t, 0.) B,|? > m 
={w: ||(u(tw), 01.yw)z0(w), vtu) 6-59) > RP}. 
定义 


A; =Í: a mutta) (as I2.) le(p)lap— ma ) > 1) 


o m 
cfw: (x5 i |w(p)|dp 一 2.) 2 map; (=)}. 


选取 正 数 全 = T(r) 使 得 


1 


n) >-a, o> 0. 


则 

0 

A C (x /. kop - m > -a) 
IJ? m 
C le š sp. lw(p)|dp — x > -a}. 
由 假设 (HY0) 可 知 , FEET = Ti (w), 4t > Ti (e) 时 ， 
1 ° mo 
P(w Hup Fi J. |w(p)|dp — n < -a) >1- e, 

TE, 存在 随机 集合 A c Q, 1818 P(A) < $, HAWA H w E QN As, 

0 

pf neg eco 

因此 , FE T = To(e,r) > Ti + T(r), XAKI t(w) € [75,75 + NN], 都 有 

P(Ai) < R 
FH (5.3.7) 可 知 


LN cfw : a mt) (aby J le(p)dp- 72 


+ / š mem) ((esl DI + ôs + (cr + ca)\w(s)|)ds > R?}. 
—t(w) 


由 随机 集合 A 和 42 的 定义 可 知 
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LN c cfw: remt (aby fc» |w(p)dp— 22) 2 1) 
Ute: f gs f° poat) ((e5| D]+53+ (cr + ca)lw(s)|)ds> R? — 1} 
t(w) 
0 0 Ea 
cA UJ AU lo: J. ((c3|D| + 53 + (cr + c)lo(s)])e Ur (2 fP \w(p)ldp+ 22) } qs 
+ f ((es|D| + ós + (ey + ca)lw(s)|) emsds > R? — 1) 
—Ts— N 
rais R2 —A 
=A, UA U le > fe(w) + = lw(s)e ds> B ) 


其 中 A, B 为 某 个 正常 数 , fc : w 一 R 是 可 测 的 , P. a. s. 有 界 函 数 . 因此 存在 一 个 
实数 R, = Ri(e) 及 一 个 随机 集 As c Q 使 得 对 所 有 的 w e As 都 有 


few) > Ri, P(As) < + 


因此 
0 2 _ 
LN ë Ai AU AU fe : = |w(s)|e™ 2ds > zi B A -Ri(e)}. 
由 条 件 (HY1) 可 知 , 存在 正常 数 D = D(e) 使 得 对 所 有 的 t > 0, 


0 
Pw : I l»(s)|e"1?*ds > D) « E, 
选择 已 = R(e) 满足 
— Ri(e) > D. 
因此 , 对 任意 的 e > 0, 总 存在 R = R(e) > 0, 对 任意 的 B.， 总 存在 T = T(e, R, r) 满足 


P(LN) = PBig{w: sup ||G(t,0_.w)B,||? > m) «e VN 21. 
te[T,T-N] 


注意 到 ZN c LN+1 S L= UNY, WP(L)«e B 


fo : sup ||G(t, 9.0 B,||? > m) = L, 
tə aa 


这 表明 (G2) 成 立 , 因此 引 理 得 证 . 口 
定理 5.3.3 假设 (H1) ~ (H6) 及 条 件 (HY0) — (HY1) 成 立 , 则 由 方程 (5.3.5) Æ 
成 的 多 值 随 机 动力 系统 (G) 存在 随机 吸引 子 . 
证 明 由 引 理 5.3.1 可 知 , 方程 (5.3.5) 生成 一 个 多 值 随机 动力 系统 (G), 由 引 
XB 5.3.4、 引 理 5.3.4 TA, 多 值 随 机 动力 系统 G WEAF (Gi) 和 (Go), 由 定理 
5.3.1 即 可 得 到 随机 吸引 子 的 存在 性 , 定理 证 毕 . 口 
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附注 若 有 (w) 和 ko(v) 的 增长 条 件 减弱 到 


\kx(u)| < aul +01, lk2(v)| < aal|v| + b2, 


其 中 x < p 一 1. 则 需要 对 噪声 w 增 加 较 强 的 条 件 , 以 保证 多 值 随机 动力 系统 在 概 
率 意义 下 是 耗 散 的 , 类 似 于 引 理 5.3.5 和 定理 5.3.3 的 证 明 , 同样 能 够 得 到 随机 吸引 
子 的 存在 性 i8l. 

附注 将 Lévy IRE w(t) 换 成 一 般 的 右 连 左 极 的 Cádlág 过 程 , 定理 5.3.3 也 
成 立 . 
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第 6 章 Lévy 过 程 驱动 Boussinesq 方程 的 
大 偏差 原理 


随机 微分 方程 的 动力 学 行为 的 研究 最 初 在 对 解 的 矩 稳定 性 、 大 偏差 估计 或 时 
间 独 立 的 概率 分 布 等 方面 开展 的 . 这 一 章 主要 用 Da Prato 和 Zabczyk 研究 随机 发 
展 方 程 的 大 偏差 原理 的 方法 来 研究 非 牛顿 Boussinesq 修正 方程 在 高 斯 白 噪 声 驱 动 
大 偏差 原理 , 以 及 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Boussinesq 方程 的 大 偏差 原理 和 不 变 测 度 
的 存在 唯一 性 . 


61 引 Ë 
首先 给 出 随机 偏 微分 方程 的 大 偏差 原理 . 对 于 随机 发 展 方程 


{ du = (Au + F(u))dt + /£B(u)dW (t), (6.1.1) 
u(0) = uo € H, 
其 解 为 u(t, uo, e) 为 系统 (6.1.1) 的 解 . 相应 的 确定 性 发 展 方程 
| du = (Au + F(u))dt, (6.1.2) 
u(0) = up € H 


的 解 记 为 z(t, uo), 则 有 下 面 的 结论 : 
定理 6.1.1 随机 系统 (6.1.1) 的 解 &( 纪 wo,E) 依 概率 收敛 到 确定 系统 (6.1.2) 的 解 
z(t, uo), PP 
lim P( sup |u(t,uo,€) — z(t, uo)| > r) =0. (6.1.3) 
te[0,T] 


E 一 0 


定义 6.1.1 对 于 完备 的 可 分 空间 互 = C(|0, T), H) LOREM ER {je},e > 0, ` 
下 半 连 续 函 数 了 : E [0,00) REM r € [0, oo), 集合 


K(r) = (z € E, I(z) < r), r> 0 
是 紧 的 , 如 果 
对 E 中 的 Borel AFR, limsupelogu,(T) < — inf I(z), (6.1.4) 
. &—0 r 


对 已 中 的 Borel FFH, liminfelogu.(G) > 一 inf I(z), (6.1.5) 
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RY) ARE EM EK {Jj} 关于 速率 函数 I 满足 大 偏差 原理 (LDP). 
6.1.2013) AT: E [0,00], 对 任意 的 rE [0, oo), 集合 


K(r) = (z € E, I(r) < r), r>0 


PAX FEAR BH, W {u} 满足 大 偏差 原理 的 充 要 条 件 是 下 面 的 两 个 条 件 成 立 : 
(1) 对 于 任意 的 r > 0,6 > 0,y > 0, 存在 so > 0 使 得 对 任意 的 e € (0,60), 


He(B(K(r),6)) > 1 — e7*07»; (6.1.6) 
(2) *T-+4£ 8&5 z € E,0 > 0,y > 0, 存在 so > 0 使 得 对 任意 的 se (0,60), 
Le( B(x,6)) > 1 — eiU), (6.1.7) 


而 且 (6.1.4), (6.1.5) 4731-5 (6.1.6), (6.1.7) 等 价 . 

通常 称 (6.1.6) 和 (6.1.7) 为 Freidlin-Wentsell 指数 估计 式 . 

WEA Banach 空间 , WRA ||- ||, oe E ERIRE ME, H, 是 其 
再 生 核 , 其 内 积 和 范 数 分 别 为 < … >p 和 | Lu. 定义 测度 簇 


B (T) = He-U2T)， TeB(B),z > 0， (6.1.8) 
1 
二 |z|2， ze Hy, 
I(z) =< 2" E 6.1.9 
P [m ”其 他 . iiu 


定理 6.1.303] 令 {p} £ — RUE RUE, 则 对 于 任意 的 正 数 ro € E,ó > 0,y > 
0, 存在 co > 0, 使 得 对 任意 se (0,so), 任意 满足 lz|2 < ro 853748 B HK uo, 有 


一 上 | 1j)? 
Hpe(Bluo,5)) 2 1—e * (a+), 


定理 6.1.4D3] — dj (6.1.8) ELi RANEK {ue} BAH (6.1.9) 确定 的 速率 函 
A I(x) 的 大 偏差 原理 . 
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这 一 节 利 用 基于 无 穷 维 布朗 运动 的 泛 函 变 分 表示 的 弱 收 伍 方 法 来 证 明 
3E ^F iji Boussinesq 修正 方程 的 大 偏差 原理 . 
DS + (ul V)ut + Vp* = V(2po(eo + le(u*)?) 3 — 2n Ae(u*)) + e20° 
十 VEai (t), V . us = 0, 
= = u" -VO + kA0° + uf + Veil), 


u*|z,—o = 0, us |zs=1 = 0, 


(6.2.1) 
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HP us, 0°, p5,u£,,02, 是 关于 zl HAA L 的 周期 函数 . 
下 面 先 定义 一 些 函 数 空间 和 算 子 , 再 将 方程 (6.2.1) 写成 抽象 的 发 展 方程 形式 
加 以 研究 . 
先 定义 周期 的 向 量 值 平方 可 积 函 数 空间 
L?(D) = {u € L2(D) x L?(D), V -u = 0,u|z,=o = u|z4-1 = 0, 
Hu XT z; 是 周期 为 工 AJA PRR}, 
Vi(D) = (v € H!(D) x H!(D), V -v —0,v|;,—o = v|z,=1 = 0, 
Hv 关于 zi 是 周期 为 L 的 周期 函数 }， 
L?(D) = {0 € I2(D),0|,,=o = 62,1 = 0, 
且 9 关 于 zi 是 周期 为 L 的 周期 函数 }， 
W(D) = (0 € H'(D),6lz,-o = 0|=,— = 0, 
H0 关于 zi 是 周期 为 工 的 周期 函数 }. 


定义 
dige 3 (Su), 0e;; Seale) = > Oei;(u) gei») 3 ae 
ij, 


Ozk Ork x JD Ox, Ərk 
由 Lax-Milgram Ta. A e L(V.V') 是 一 个 等 距 算 子 , H 
(Au,v)=a(u,v), Vuve€V, A= PA?. 


令 < .> 为 V x Vo R 的 对 偶 映 射 , 定 义 三 线性 算 子 blw,v,w) =< B(u,v), 
w >, 并 且 


bi(u,v,w) 一 y fu 


i, j=l 


OV 
iwjde, balw0,0) = | oii 5” pde. 


对 于 任意 的 ue V, XE XESEZ P N (u) 为 


< N(u),v >= > il 2uo(e + |e(u)|2) ei; (ues, (v)dz, v € V. 


i,j=1 


则 有 


{ du* + [21 A1u* + Bi(u*, ue) + N(u*) — 0° eə]dt = Vidwi(t), (6.2.2) 


d6* + [kA20° + B3(u*,0*) — u$]dt = V/*dw»a(t), 
其 中 


~ Aju, 
Ag = ， Ayu = —2v1Au, A>(0) = —k 9, 
$ bn 1 1 2(0) 


x _ (Bilu, v) ) _ Í (u Vv 
He) = bad 2 i 22)! 
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则 方程 组 (6.2.2) 可 写成 下 面 的 发 展 方程 


p + ÂGE + B(¢*, d) + N(¢*)|dt = Veo(t, $*)dW, 


(6.2.3) 
$* (0) = (u$, 66). 


T 
下 面 考虑 Ho fË as. wa f |0(s)|2ds < oo 的 五 可 料 随 机 过 程 簇 .4, 并 在 集合 


T 
Su = t € L?(0, T; Ho) : T |%(s)l3as < m) 
0 


上 赋 以 弱 拓扑 


di(h,k) = 312 ni " (n(s) — k(s), & (s))ods 
1 ; = of o ⁄ yi 0 
其 中 (e;(s))22, Æ L?(0, T; Ho) 的 完备 正 交 基 , 则 Sw 是 一 个 Polish 空间 . 


下 面 先 给 出 工作 的 函数 空间 


? 


T 
X =C((0,T];H)()L7((0,T);V), Illl} = sup |l? + ji llé(s)||2ds. 
k 0<s<T 0 


定义 6.2.1 d —^- E Uit 4£ O° (to) e C(|0, TJ; B) (1 L2((0, T); V) 在 分 布 意 
义 下 几乎 必然 满足 方程 组 (6.2.3), 即 对 任意 的 WE D(A) AMA 89 t e [0, T], 下 面 等 
式 几 乎 必然 成 立 : 


t 
(6°(0, 9) - (65,0) + Í NOFC), Av) + (BEEF, 6), 9) + (N), Wet 
=V f (e(t, $*)dW, v), a.s. (6.2.4) 
0 


Ji] ARIK MA uid FEZ O° (t, o) 为 方程 组 (6.2.3) 的 弱 解 . 
定理 6.2.1 任 给 定常 数 M > 0, 则 存在 正常 数 so, 使 得 当 0 < £ < co, 初 值 条 
^F 95 HX E|é6|* < oo 时 ,方程 (6.2.3) 在 空间 C((0, T]; H) (Y L2((0, T); V) PHAR 
轨道 意义 下 的 唯一 解 pe. | 
证 明 证 明 可 参阅 文献 [8], 在 此 了 略 . a 
定理 6.2.2 ik $^ R 24 (6.2.3) 的 解 ， RI (ó* 827. C([0, T]; H)(\L7((0, T); 
V) 中 满足 速率 为 万 的 大 偏差 原理 ,其 中 


1 T 
Iy(v) = inf = ads ». 
n(Y) hEL2(0,T;Ho):W=9°( fy )h(s)ds) | 2 J. hoas} 


证 明 证 明 方法 类 似 于 文献 [8], 在 此 略 . 口 
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6.3 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Boussinesq 方程 的 
大 偏差 原理 


关于 Lévy 过 程 驱 动 的 随机 偏 微分 方程 的 大 偏差 原理 的 论文 不 多 , 目前 能 找到 
相关 文献 是 文献 [7], 考虑 的 是 具有 Lipschitz 系数 的 情形 ， 关 于 纯 跳 过 程 驱动 的 
有 限 维 随机 发 展 方程 解 的 大 偏差 原理 , 参阅 文献 [2]. Xu 和 Zhang?! 研究 了 Lévy 
过 程 驱动 的 随机 Navier-Stokes 方程 大 偏差 原理 ， 正 如 文献 [3] 中 所 指出 的 , 研究 
Lévy 过 程 驱动 的 非 线 性 发 展 方程 的 大 偏差 原理 , 主要 的 困难 在 于 处 理 较 高 的 非 线 
性 项 的 估计 , 为 此 , 需要 对 解 的 能 量 泛 函 给 出 指数 估计 , 以 及 对 近似 解 给 出 指数 收 
BUTTE. 这 一 节 用 大 偏差 理论 中 的 广义 压缩 原理 来 证 明 Lévy 过 程 驱动 的 随机 
Boussinesq 方程 解 的 分 布 满足 大 偏差 原理 . 

令 W(-) 是 互 值 的 布朗 运动 ,5b 是 互 中 的 常 值 向 量 , f 是 从 某 个 可 测 函 数 空间 久 
到 五 上 的 可 测 映射 , 且 满 足 假设 


+ We exp (alf(z))v(dz) < oo, Va» 0. (6.3.1) 


N, (dt, dz) Æ [0, oo) x 的 具有 强度 为 nv 的 补偿 Poisson WE, v E: B(X) 上 是 rc 有 
限 测度 . D([0, T], H) 表示 从 [0, T] 8) H Bri Cádág 轨道 ( 左 连续 右 极限 存在 的 函数 ) 
组 成 的 集合 , 赋予 一 致 收敛 拓扑 构成 的 空间 . 
记 
E 1 Ly - 
L = b+ W(t) + - f f f (z)N. (ds, dz), (6.3.2) 


由 文献 [1] 可 知 , Lévy IURE (L^, > 1) 的 分 布 在 D((0, 1], H) 上 满足 速率 函数 为 的 
大 偏差 原理 , 其 中 


1 
nad J Fes, seponmaserquim. — qa 
oo, 其 他 ， 
对 任意 的 le H, 
F() = [exp (/(2),1) — 1 — (f(z), D]u(dz) + (QL D) + (6,0), 
F*(z) = sup[(z,/) — F(1)], z € H. 
IE 五 
jk z^() 是 下 面 随机 线性 微分 方程 的 解 ， 


dZ" + AZ” = = 人 f(z)Ñ,, (dt, dz). (6.3.4) 
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投影 算 子 . 
Pa z = EC ei)ei z€ H. 


i=1 


设 2Zmm(t) 是 下 面 的 随机 线性 方程 的 解 


dZ™™ + AZ™m = E I Pm f (z) Ñ,, (dt, dz). (6.3.5) 
Xx 


则 Zrm = n (Zm (t) — Z^(t)) 是 下 面 方程 的 解 


aZ + AZO = f Dun) — f(2)Ñ, (dt, da). (6.3.6) 
n Jx š 


XT Lévy 过 程 驱动 的 2 E Navier-Stokes 方程 


| du” (t) = — Aun(t)dt — B(u" (t))dt + bdt + FWO + ~ 人 f(a)&, (dt, dz), 


u^(0) = uo € H, 
(6.3.7) 
的 解 有 如 下 结论 : 
定理 6.3.1 中 假设 jn 是 方程 (6.3.7) 的 解 ur 的 分 布 , 那么 (un > 1} AE 
间 D ([0, 1], H) 上 满足 速率 函数 为 I 的 大 偏差 原理 , Ep 
(i) 对 于 空间 D([0, 1], H) 中 任意 的 闭 集 古 ， 


I 1 l . 
lim sup = log Hn(F) < — inf I(h); 
(ii) 对 于 空间 D([0,1], H) 中 任意 开 集 G， 
ES 
lim inf ~ log pn(G) > — inf I(h). 


这 一 节 利 用 文献 [3] 的 思想 , 研究 由 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Boussinesq 方程 解 
的 大 偏差 原理 , 即 研究 下 面 的 随机 Boussinesq 7j f& : 


n 
= + (u^ - V)u" — vAu” + Vp” = bez + bidt + aW (t) + ji f(z) ÑA (at, dz), 
vn x 


00" n n "nu 1 2 Un 
“Bp + (u" VP" — kA" = uz + badt + 7 dW*( + 人 g(x) NP (dt, dz), 
V - un = 0, 


u"lap =0, u(0)=ug, 6"(0)— 65, 
(6.3.8) 
其 中 向 量 值 函数 wm = un(z,t) = (up, uz) AANA, 0n 表示 流体 的 温度 ， 
纯 量 函数 bp 表示 压 强 ，D 是 RR 上 的 具有 光滑 边界 的 有 界 开 集 . Let) = bidt + 
aW (t)+ / f(z)Na(dt, dz) 和 L3(t) = bodt-- 2;dW2(t)+ / g(z) N2 (dt, dz) 均 为 
x x 


6.3 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Boussinesq 方程 的 大 偏差 原理 195 
Lévy 过 程 , H bi, 62 为 正常 数 ，W1,W? 为 布朗 运动 , ÑA (dt, dz) 和 N2(dt, dz) 分 别 表 
示 定 义 在 [0, oo) 上 强度 分 别 为 nz Al nva 的 补偿 Poisson 测度 ,wi 和 vw 23179 X E 
的 cx 有限 测度 . 

f(a) A g(x) 是 从 可 测 空间 X 到 互 上 的 可 测 映射 , 且 满 足下 面 的 假设 条 件 : 


| li f(x) Pelt udr) < co, Va > 0, 
U 


(6.3.9) 
J lg(z)|2e?l*?ly(dz) < oo, Y8 > 0. 
U 


需要 指出 的 是 , 对 于 随机 Boussinesq 方程 , Duan 和 Millet! 利用 基于 无 穷 维 布朗 
运动 泛 函 变 分 表示 的 弱 收 敛 方法 研究 了 高 斯 噪声 驱动 的 Boussinesq 方程 


= + (u* - V)u* — vAu* + Vpe = 0*es + Veni (t), 


> + (u£ - V)8* — u$ — kA6* = Vena(t), (6.3.10) 


v ue = 0, f 

u*|—0, 6° =0, z2=0, z=1 
解 的 大 偏差 原理 , 其 中 ws, pr, 0°, us, 06, 关于 zi 是 ! 周 期 的 , ni(t) Al n> (t) 是 噪声 项 ， 
e > 0 是 小 参数 . 

设 L2(D) 为 通常 的 内 积 空 间 , 定 义 瑟 = (L2(D))2 x L?(D), 其 内 积 和 范 数 分 别 

为 

(6,9) = ó(z)W(z)dz, |ó = (9,9), V@ e€ H. 
定义 V = V. x V, = (H1(D))2 x H1(pD), W V RRA Hilbert 空间 , 其 内 积 和 范 数 分 
别 为 

(6, v)v = 人 Vo: Vdr, ` ||ó||%; = (ó, ó)v = liell? + lIpall?,.- 


' 容易 验证 , 对 任意 的 ve V.,0 € Vo, 存在 常数 Cl > 0 使 得 
ll 如 sp) < lulllullvs, loliscp) < Calelllellw. (6.3.11) 


考虑 无 界线 性 算 子 4 = (vA, kA2) : H > H, D(A) = D(A)) x D(Az), D(A1) = 
V; c (H?(D))?, D(A3) = V2 C H?(D), 5E X37 PR 


(Aju, v) = (u,u)u, (A26,n)=(8,n)v., Vu,v €.D(A1), Y0, n € D(A2). 
再 定义 双 线 性 算 子 B1, Bo 如 下 , 对 任意 的 wwwe Vi, 6,0 € Va, 
(Bi(u,v), w) = J [u - Vv]wdz = > J. uiO;vjw;dz 


i, j=1,2 
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(B2(u,6),n) = | lu- Vand = 5 [ons 


i,j=1,2 
Ae = vAiu, = —vAu, 
kA20 一 上 Ab 


Bg = I] = pue) l 
Bz(u,0) (u- V)8 

NAF ARAT BB 有 如 下 的 性 质 : 

5|386.3.10| HF A; 和 42 都 是 正 的 自 伴 算 子 ，4 是 正 的 自 伴 算 子 ，D(4) = 
D(A1) xD(Ao), (Ad, $) > MG A = min(v, k). 

5|386.3.20! 4R u,v,w € Vj, 6,2 € Vo, HA 

(1) (Bi(u, v), v) = 0, (B2(u, 0),0) = 0; 

(2) (Bi(u, v), w) = —(Bi(u, w), v), (Ba(u,0), n) = —(Ba(u, n), 0). 

引 理 6.3.3(5 4X u € Vi, 0,n € Vo, ó = (u,0), WA 

(1) IB,(u,%)|v; < lul4 < Cil[ul]|ul; 

(2) 1(Ba(u, 6), 0] < IImll - Iulz« - Js < Cillml] - Jul 3 Ilu) - 1012110112. 

5|386.3.45! 4-5 = (u,0) € V, v € L4(D) x L*(D), n € L*(D), MA 

(1) |(Bi(u, u), v)] < altul? + GE Iu? - jolt; 

(2) |(Ba(u, 0), m)! < œil (u, I + TS juj? - |niza- 

为 便于 讨论 , 定义 


则 方程 组 (6.3.8) 可 以 写成 下 面 的 抽象 形式 : 


dg” = — AdP (Cat — BG"(0), d^ (0) — R(6")dt + bdt + -dw (v) 
+ Í reyR(at,az), (6.3.12) 
x 
各 (0) = (ug, 08). 


下 面 给 出 重要 的 指数 估计 . 
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设 昭 是 下 面 随机 Boussinesq 方程 
n. Ë ndo i nis. t n i 1 t ws 
gf = 2 J Ad? ds J B(ó2)ds Í Rd)ds+t+ Wet J 人 F(x)Na(ds, dz) 
(6.3.13) 
的 解 . 令 X^ = ng”, JU X" 是 下 面 方程 . 
i 1 t t 
XS wi f AX? ds ~ L f B(X")ds — J. R(X")ds + nbt + /nW, 
t ~ 
+ n ji F(z)N,, (ds, dz) (6.3.14) 


的 解 . 记 {er} A H WERZH, erk = 1,… 为 @ 在 V 中 的 特征 函数 , A} 
相应 的 特征 值 . : 

引 理 6.3.5 49 € C?(H) BF, M? = exp(g(X7) — g(nz) -f h(X7)ds) € Z, Ë) 
TI I 


ha) =- (Av + By) + RO) G)) + nl gD) + 5 Y «is © oy) 
k=1 


+ g"(y)ex, e) +n L (exp[g(u + F(z)) — g(y)] — 1 
一 (9 (u), F(z)))dz. (6.3.15) 


WEBB 利用 Ite ARRA] exp(g(X7)) 后 可 得 
exp(9(XP)) =exp(g(nz)) + / (exp(9(X2_)) - g'(X2.), dX?) 


t 
+š J Plo De) @ XE) a" GI nw, VAM 


+ (A(exp(9(X2))) — (exp(g(X3_)) - 9 (X_), AX?) 
s«t . 


=exp(g(nz)) + / (exp(9(X2_)) - 9'(X2.), -AX? — B(X?) — R(X?) 
0 n 
+ nb)ds + n (exp(9(X2_)) - (X2), V/ndW,) 
" f (exp(9(X2_)) - g (X2..), F(z))Ñ, (ds, dz) 
+3 S exe 022) DO Al XR) @ 2 (XZ) a" QG- es ex)ds 
0 k=1 


+ [ 人 exp(g( X7. + F(z))) 一 exp(g(X;_)) 
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— (exp(a(X2..)) - 9'(X2..), F(z))N, (ds, dz). 
注意 到 
/ i 人 exp(g(Xr + F(z))) -exp(g(XY )) — (exp(g(X? )) -9'(X2), 
F(z))N, (ds, dz) 
= | » exp(g(XY ) fexp[g(X2-. + F(z)) — g(X2_)] — 1 — (g(X2..). 
F(z))) Nn (ds, dz) | 
= f f exp(g(X2.)) (exp[g(X2.. + F(z)) — 9(X2:)] -1 — (g (X7), 
| F(z))) Na (ds, dz) 
+n Í f exee(X2 explo Xr. + Fle) -oO - 1 XR), 
0 JX 
F(z)))v(dz)ds, 
于 是 
exp(g( X?) — g(nz)) — f exp(g( X7) — g(nz))h(X7)ds 
=1+ Í (exe(s(X2.) - 9 (X2.), Viiaw,) + J eax zo), 
0 0 
F(a) Na(ds,dz) + | f exp(a(X2-) fexolo(X7.  F(2)) g(x) - 1 
~ (g'(X2.), F(z))) Ñn (ds, dz) 
ad / (exp(g(X?_)) - g'(X2..), VndW,) 
+ f f. exp(g( X2.) — g(nz))(explo(X2: + F(z)) — g(X2.)] — 1) N. (ds, dz) 
BUS. | l 
为 证 明 M? 4E —^4 SNR, 4 MI = exp(g(XP) — g(nz)) — f exp(g(X?) — 
g(nz))h(X7)ds, 则 有 ° 
dM? —d(exp|g(X?) — g(nz)] o exp|- j h(X?)ds]) 
= expla(X7) — g(na)]-dexpl- Í h(X2)43] 
0 


+ expi- J * h(X")ds] dexplg(X") — g(nz)] +0 
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= — exp(Ig( X2) — g(nz)] — J h(X?)ds} - A(X7)dt 
t [4 
+ exp[- f M(XP)ds] - dM; + f exp(g(X2) — g(na))h(Xz)ds} 
0 0 
= — exp{[g(X2) — g(nz)] — n h(X7)ds) - h(XP)dt 
+ expt Í hcyasiat + expl- f h(XT)48]-explə(X2) — anata 
0 0 
=exp[— | h(X”)ds]dM!. 
0 
Att, M? = J : exp |- J : MK)aa dM! 是 一 个 局 部 识 . 口 
0 0 
接 下 来 , 4 g(y) := (1 + Mu|2)5 (4 > 0). 容易 证 明 
sup lg" (y) € ^, sup lg (y)| < AŻ. 


引 理 6.3.6 im lim nSUP ç L log P(supogt<ı lF | > r) = —o0. 
证 明 类 似 于 文献 i3 | 的 引 理 3.2 的 讨论 , 可 以 证 明 


h(X7) < —A(12-A[ X7]2)7 3 - X72 4-A(1--A| X]2) 3 -| X 2--n|b|A à +nAtrQ+nM), 

(6.3.16) 
其 中 , trQ BRT QE, M, := ELO. exp(A3 F(z)|)v(dz). 设 m 是 一 个 整数 
( 稍 后 确定 ), 则 有 


sup |ó?| > r) = P( =" Sup IX?|» nr) 
O«t«1 0<t< 
=P ( sup sup g(X7) > (cai) 
o<t< 
=P (m. UE g(XP) > (1 + An2r2)3 4 (m-1)- sup g(x) ) 
i o<t<1 
t 
=P (m- sup a(x?) - (nz) — | h(Xp)ds + o(na) 
o<t<1 0 
t 
+f h(X2)4] > (1 + An?r?)? + (m 一 1): sup se) 
0 O«t«1 
t 
<P (m: sup a(x?) - oa) = Í nis] +m- tna) 
O«t«1 0 | 


t 
+m- sup h(X7)ds > (1 + An?r2)à 十 (m — 1): sup sae) 
0<t<1J0 0<t<1 
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t 
<P (m: sup [acxe) — g(nz) -f hayas >(1+ An?r2)À 
O«t«1 0 
— m. (1 + An? |a|?)3 +(m-—1)- sup g(X7) 
0<t<1 


—m.- sup f h(X2)4e) : (6.3.17) 
0 


O«t«1 


M m EAT KB, 由 (6.3.16) 和 Poincaré 不 等 式 可 得 
t 
(m —1)- sup g(X7?) — m- sup f h(X7)ds 
O«t«1 0<t<1 Jo 
2(m-1)- sup g(X7) 一 sup m[—Av(1 + AXP)? - | Xp IP 
0<t<1 0<t<1 
FAQ + AIXPIP)73 - XP]? + n|b|X2 + nAtrQ + M3] 
2(m - 1)[ sup 1 + AIXP|?)* — sup A(1 + A[X72)73 - |XP]2] 
0<t<1 0<t<1 
= up [-mAv(1 + AXPP E - | xP] + AC + APP) 3 - xg? 
t<1 
+ mn|b|A? + mnAtrQ + mn Mj] 


> 一 sup [-Cmw( + AXPP) 5 -XP + AG + AXP?) 3 - xp? 
<t< 


+ mn|[b|A3 + mnÀtrQ + mnM] 
2-— mn|b|A* — mnAtrQ — mnM). (6.3.18) 


由 Doob 不 等 式 和 引 理 6.3.5 可 得 


t 
P (n. sup laxe) — g(nz) -f h(X2)4] > (1+ An?r?)? — m. (1 + An? |a|?)3 
O«t«1 0 


t 
+(m — 1): sup g(X7?) — m- sup / A(X2)ds) 
O«t«1 o«t«1 Jo 


t 
«P (m. Sup o) — g(nz) -f h(X2)ds] > (1 + An2r2)5 — m- (1 + An?|z|?)à 
O«t«1 0 
—mn|b|À3 — mnAtrQ 一 mnM;) | 
t 
<m- sup, E [a(X?) - a - f nox] 
O«t«1 0 
x exp[—(1+An?r?)2 -- m(1--An?|z|?) 8 --mn|b| A3 4 mnAtrQ--mnM,]. (6.3.19) 


综合 (6.3.17) 和 (6.3.19) 可 得 


e + An?r2)à ms itis 


1 
—logP ( sup |ó?| >r) < --m|b| A3 +mÀtrQ+mM,. 
n 0<t<1 n 
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因此 


n-—oo 


lim sup — log P ( = sup |ó?| > r) < —(Ar2)5 + m(A|z[2)à 二 mlb| 和 3 + mAtrQ + mM». 


«t«1 
4 r — oo Bl nf, 证 毕 . D 
引 理 6.3.7 lim, ,. limsup, ,,, + log P (G l é? li*at) > r) = —oo. 


证 明 由 于 
ú (Q Vera) ? r) =P (( n i Ina) s nr) 
=P (( 人 xar) > v) | 


i 


(f peia = ([ exem oi o expla) 
«(m 


及 


sup (1 二 ACE Ji (f AXPP- - ixritar) 


<1 
<b mp HAXE +3 [aem pia, 
因此 , 只 需 证 明 
lim lim sup — “los P ( sup (1+ AXP|?)2 > nr) = 一 Co， (6.3.20) 
7 一 00 mn—oo O«t«1 


1 
lim limsup — ~ log P (f (1 十 Ax? |?)-4 - || X” || dt > nr) = —oo (6.3.21) 
一 oo 0 


T—O0 n= 


即 可 . 由 引 理 6.3.6 可 知 , (6.3.20) 成 立 . 下 面 证 明 (6.3.21) 成 立 . 
£ Y? := f (1 +ALX2I) È - | X? |2as. 则 
0 


P(Y? > nr) -P(AvYT > Avnr) 
«P(g(X1) + WYY > Avnr) 
<P(g(XT) + AvYT > Avnr) 
<P(m- sup g(X7) > (m — 1) sup g(X7) + Aunr — YT) 
O<t<1 O<t<1 
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=P (m: sup oxe) ~ sina) - f  (XT)ds 


O«t«1 


t 
+g(nz) +Í h(X2)4s| > (m — 1) sup g(X7) + Avnr — vr) 
0 < 


—_— 2 


<P (n. sup [sx - sna - f h(X2)d] +m. g(nz) 


O«t«1 


t 
+m- sup [i h(X7)ds > (m —1) sup g(X7) + Avnr 一 7) 
o«t«1 Jo 0«t«1 


«P (n. sup [an — g(nz) 一 Í h(X2)4s| > Mnr 


0<t<1 
—m- (14 Xn2|z|2)5 + (m — 1): sup g(Xr) 
0<t<1 
t 
一 7 sup ji h(X2)ds — Aym). 
0<t<1J0 


类 似 于 (6.3.18), 可 以 证 明 , 当 m 充分 大 时 ， 


t 
(m—1): sup g(X7) —m- sup / h(X7)ds - oyY > —mn|b|A3 — mnAtrQ — mnM, 
O«t«1 o«t«1 Jo 


因此 


P(Y? > nr) <P (m. Rs — g(nz) — n h(X2)4] > Mnr 


sup 
0«t«1 
—m-(1-4 An?|z|?)3 —mn|b|À? — mnAtrQ 一 mnMy) 
t 
<m- sup E |s(XP) - g(nz) — Í n(x3)as| 
O«t«1 0 
x exp[-Avnr + m(1 + An?|z|?)3 + mn|b|A2 十 mnAtrQ + mnM,] 
€ exp[-Avnr + m(1 + An?|z|?)3 + mn|b|À3 + mnAtrQ + mnM)\, 


这 表明 
lim lim sup log P (Yi > nr) = —oo, 
因此 引 理 得 证 . 口 
定义 投影 算 子 Pm: f 


m 
Pa z := Y (z, ei)ei， TEH. 


$=1' 


W Z”, Zp AE FARE 


t . t 
zmo f AZumds+ 1 f / Pa F(z)N, (de, dz), (6.3.22) 
0 n Jo Jx 
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t t 
P f AZnds + 1 f Jj F(z)N, (ds, dz) (6.3.23) 
0 n Jo Jx 


的 解 . 
引 理 6.3.80 对 任意 的 56 > O, 


1 1 
lim limsup — log P (f 1 .227 一 Z2\|?ds > ) = —oo. 
m—00 noo T 0 


下 面 证 明 方 程 (6.3.8) 的 解 满足 大 偏差 原理 . 为 此 , 先 建立 几 个 重要 的 引 理 . 
对 任意 的 ge D([0, 1], H), g' € L1([0,1]; H), 设 p(9) 是 下 面 方程 (6.3.24) 的 解 


Pr = $0 — n Ay, (g)ds — I B(o,(g), v, (9))ds — j R(pa(9))ds + g(t). (6.3.24) 
对 任意 的 he D([0, 1], H), 定义 函数 | 
I(h) = inf(Io(g) : h = e(g),g € D((0,1];H)}, inf(2) = oo. 


3|386.3.9 由 (6.3.24) 定义 的 映射 p : D([0,1)]; V) 一 D([0, 1]; H) c L2([0,1|; 
V) 4 88 —#k lc AP RE. 
证 明 4 wg) = plg) — g(t), 由 方程 (6.3.24) 可 知 , 0, (g) 满足 下 面 的 方程 


1 t t 
(9) do — n Ad, (g)ds — J. Ag(s)ds — / B(vs(9) + g(s), a(g) + g(s))ds 
- [ Realo) + g(s)as. (6.3.25) 
为 证 是 按照 一 致 收敛 拓扑 连续 , 任 取 函 数 序列 ga, g € D(I0, 15; V),n = 1,2,… 满 足 
lim sup llgn(t) — s(£)llv =0, 
n° te [0,1] 


只 需 证 明 下 面 结论 成 立即 可 : 


1 ; 
lim ( sup |v«(gn) — ve(9) liz + 3 n ls (gn) 一 velo) llyds) =0. (6.3.26) 
t€[0,1] 0 


先 给 出 velg) 的 能 量 估计 . 
用 h(g) 与 方程 


Ss) = —Ayx(g) — Ag(t) — B(vx(g) + g(t), telg)  g(t)) + R(vi(g) + g(t)) 


ALL? ABUSES 


2 
IUS —9(— Ag), yug) + 2(—Ag(D), (g) 
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—2(B(w:(g) + g(t), Vlg) + g(t)), Ye(9)) — 2(R(2, (g) + g(t), 2, (9))- 
整理 得 到 | 
I t t 
eO —lléollš +2 Í (Ayo), «(ode +2 | Cs. osos 
0 0 
-2 n (B(0,(g) + g(s), (9) + (s), Va (g))ds 
-2 A (R(vs (9) + 9(s), b» (g))ds. 
0 
t t 
-|ldolf], — 2 / Ilis (lads — 2 J (Ag(s), v» (g))ds 
° t 
-2 J (B(vs(g) + 9(s), V» (g) + 9(s)), s (0))ds 
-2 Í (Ralo) + o5), s (0) 
0 
<llóoll?, — J Ilis (o) lI ds + n lle(s)Il 
m n (Bs 9) + 9(s), v. (9) + 9(8)), Ya(0))lds 
+2 f (Rela) + g(s), ba(9))as. 
0 
注意 到 (9g) = (W (9), 29), g = (g, 9%), 因此 , 由 双 线性 映射 B 的 性 质 可 得 


(B(wi(g) + g(t), v«(g) + 9(t)), v«(9)) 
=(Bi (W? (9) + 9° (t), vt (9) + g” (£)), v? (9)) + (Ba(v? (9), v9), v?) 
=bi (g" (t), g” (t), v? (g)) + b (v (g), g” (€), YE (g)) + b» (V (g) + g(t), g? (t), Y? (g)). 


由 引 理 6.3.2、 引 理 6.3.3 和 引 理 6.3.4 可 得 


2|(B(vi(g) + g(t), velg) + 9(t)), we(9))| 
<2|bi (g" (t), g” (t), v (g))| + 21b: (QV (a). g” (£), v? (g))| + 2|b2 (2 (g) 
+ g(t), g° (t), Y° (g))| 
<A? (g)lz2xzo * ||g”(s)|lv - liz Co)llv. + 4cl||g"(t)||% Ho? (a) Ilva 
+ K|Iv? (9) + 9(t)llv lla? lv ill? (live 
SA|v? (9) 22 x2 * lg" (s)llv - live (9) lv. + 4elle" OIF Luz Co) Ilva 
+ KIE (g)l|vi lle® uL MM o (lve + KOl Olve (9)Ilve- 
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H REJENT 


IIR(0,(g)+g(8), vs II <2llw2(o)llz ALAC AO lar el I Coa 
< (1+ $) lios GI + 2*llgll?. 


TR 
t t t 
«ofi <lo — 2 [Islas + $f Iiis onde - 2 Í Mods 
t 
+4 J hi? (o) lale" lv v2 (ovas 
t t 
4c Í Ile" CISCO de + J| tst levé AO 
0 0 


t £ t 

+ Í &llscollvlig les odas + G + 2) Í tios olas 
0 0 

+ 2K“|lg(8)lĝrds 


t t t 
<lidollir +2K° f Olgas + Ks [Ig IP lalis + g$ eol 人 as 
0 0 0 
4 t t 
+É leas e Ks f stolas. 
由 Gronwall 不 等 式 得 到 
t t 
sup [s (9) < (onl + xe Í lla(9(%as+ KE Í aOR olds 

0<s<t 0 0 


t 4 t i t 
+ | latas+ 2 Í lolgds)e f Ilacolitas 
0 € Jo 0 
<lligoll + t(2* sup IIO} + K£ sup (IORA) 
0<s<t O<s<t 


4 K3 sup |lg(s)lly 
+ K$ sup ||g(s)||% +- sup llglly)e oe . (6.3.27) 
0<s<t € 0<s<t 


类 似 可 得 到 关于 f i Ils (g)||%,ds 的 估计 式 . 
H gn RE g, 重复 上 述 讨 论 ,同样 得 到 估计 式 (6.3.27) 成 立 . 注意 到 
lim sup ||gn(t) — g(t)||? = 0, 
«t«1 


n= p 


于 是 存在 依赖 于 supostsil llg(bllv #t |IGollar 的 常数 Co(6o), 满足 


1 
f ll, (ga)||vds < Cg(óo), n2 1. (6.3.28) 
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直接 计算 后 得 到 
Yeln) = HO) — Aye(gn) — ve(g)) — Allt) — (0) — IIS) + gn) 
— R(vx(g) + g)) — [B(w(gn) + gn, Wi(gn) + gn) 
— B(v«(g) + g, ¥e(9) + g)]. ! (6.3.29) 
用 Wi(gn) — velg) 与 方程 (6.3.29) 做 内 积 后 得 到 l 


lle (gs) — WCO) + 2 f ivo) — (oy ds 
t 
一 一 2 | < A(gn(t) s g(t)), s (ga) 一 ws(g) >ds 
-2 Í < Rewalgn) + ga) - Rela) + 9), egn) — Valo) > ds. 


= 2 | < B(ws(9n) + 9gn， qp (ga) + 9n) = B(ws(g) tg vV.(g) t 9), Vis(gn) 
x= vs(g) > ds 
< i llis (9n) — v] eds + J lla — gll?-ds 


t 
+2 i < R(ys(gn) + gn) — R(ws(g) + g), Welgn) — (g) > ds 


+2 f "| < B(0,(gs) + In po(gn) + 9n) 
— B(vs(g) + g, vs(g) + 9), Ws(g9n) — Vs (g) > |ds. (6.3.30) 
由 双 线 性 算 子 B 的 定义 及 引 理 6.3.2, 51 6.3.3 和 引 理 6.3.4 可 得 
| < B(Vs(gn) + gn, Ws(gn) + gn) — B(vs(g) + 9, Vs(g) + 9), vs(gn) — vs(9) > | 
=| < Bi(W2 (gn) + gn; WD (gn) + gn) — Bi (W? (g) + g, v2 (9) + 9), x (gn) — We(g9) > | 
+ | < Ba(V2 (gn) + gn, Ue (gn) + 9) — Ba(Us (9) + 9» S (9) + g), v (Gn) — ¥8(9) > | 
<C1||b5(9n) — vs(g)llv + Ca(Ilds(9)Ilv> Iso) llv: llgnllv, Hlellv)llgn — elle 
+ Cs (Ils (Div llis (gn)llv. llgnllv; llgllv)llus(gn) — voly 
综合 上 面 两 个 不 等 式 可 得 
sup, lve(gn) = «If 2 Í olgn) — valde 
«Cs(Ilgllv; Hlgnllvs YC) lle, lo (gn) v) SA Ilga (t) ~ 9(t)llv. 
4 n — co, 即 可 得 证 等 式 (6.3.26) 对 任意 的 gn,g € D(0, 1; V), n = 1,2,… 都 成 立 . 


因此 ， 
te:  D([0,1)]; V) — D([0, 1]; H) c L^((0, 1], V). 
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yr A ERE R s oca CAP ES Ab E ep 


按照 一 致 收敛 拓扑 是 连续 的 . 引 理 6.3.9 得 证 . D 
< n^ 是 下 面 方程 的 解 
t t t 
SP idi = I Av" mds — J B(U^)ds — f R(Y™™)ds + bmt 
1 m 1 i m U 
ta +Í n (z), (ds, dz). (6.3.31) 


其 中 bm = Pmb, Wm = PnWi, f^(z) = Pmf (x). ERB Z7, Zn LTTE (6.3.22) 
和 方程 (6.3.23). SEPT = ez" — Z^, op = ap — Zh, N| gr" nup ABE F 
面 的 方程 : l 


t t 
de^ =y- | Apa - | BOP” + zs 
0 0 


t 
A 1 

= J RUSE + Zrm)ds + "t + WI", 
0 


Ta 
p 
In V zo t nn mu ý jn n - j jn n i 
Vr = po / Av? ds f Bi? + Z7)ds f R(V? + ZP)ds + bt + wae 
引 理 6.3.10 ”对 任意 的 5 > 0, 
m lim sup = log P( sup. le^ — df | > 6) = —00. 
WEBB 证 明 方 法 类 似 于 文献 [3] 的 引 理 4.2, 计算 很 繁杂 , 详细 证 明 见 文献 [9]. 
口 
对 于 ge D((0, 1]; H), EX op 为 下 面 近似 方程 的 解 : 
t s t 
oo) = 40- Í Aeris - | BIOP, eras - [| R62 + Prato. 
引 理 6.3.11 对 任意 7 > 0, 
lm sup sup |¢{"(g) — ¢+(g)| = 0. 
mm 一 oo o; Jo (g)&r 0<t<1 
证 明 ge (g: Iolg) <r}. 设 ZPr(9) 和 有 (9) 分 别 是 下 面 线性 方程 的 解 : 
t a ; 
zg) =- | Azma)ds+ | zas, 
K 


t 8 
fpe i! AZ, (g)ds + J g'(s)ds. 
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^ vr" (g) = é (9) — Zi (g), vlg) = ó,(g) — Zelg). JW vr (g) fl v (g) HE 


t t 
V (9) = 各 一 / Av" (g)ds — n B(U/ (9) + Z7" (g)ds 


š J RW" (g) + Z” (g))ds, (6.3.32) 
及 | 
t t 
yalo) = 各 一 / Av, (g)ds — f B(y。(g) + Z,(g))ds 
t 
» J R(ú,(g) + Z,(g))ds. (6.3.33) 
由 Z,(g) 的 定义 可 知 
Pu) _ AZ) + gf 人 (6.3.34) 
FB Zelg) Jr (6.3.34) 两 边 作 内 积 后 得 到 
2 
AEDE = 20.9) + 2(0'(t), Zi (9) 
于 是 
t 1 
mp o +2 Í Mas ede < š sup Iz) +8( Í Ig (olus). 
整理 得 到 
t 1 
mp Zi(o) +4 / llZ,(ə)|%4s < 16( n lo (s)las) . (6.3.35) 
类 似 得 到 
t 1 
mp IZ (P +4 f 2z"(llads < 16( { le'(s)las) (6.3.36) 


由 文献 [7] 的 引 理 5.3 可 知 , 存在 常数 M 满足 


1 
sup / Ig'(s)|ds < M. 
(g:Io(g)&r) JO 


于 是 ,存在 依赖 于 M 的 常数 Ci(M) 和 C2(M) 满 足 


1 
sup sup |Z(g) < C((M), — sup / 1 zs(g)l2 < Ca(M). (6.3.37) 
{9:Io(9)<r} 0<t<1 (g9:lo(g)<r) JO 
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Fi v«(g) 与 方程 


LIU = 一 4yWi(g) — B(s(g) + Z,(g)) — R(v«(g) + Z,(g))) = 0 


TE H EEA 


2 
ZIP GV. (A1 (g), ue (g)) — (A (o), vf (2) 


— (Bib? (g) + Z? (9), vt (g) + Z? (g), we (g)) 
— (Bat? (9) + 23 (9), vf (a) + Ze), uf (o)) 
— (R(«(9) + Z (9), (g) 
=— (Aut (9), ¥¥ (9) — (Az? (a), uf Ga) 
— b (t (9), Ze (a), 9 (9)) — b1 (Z? (9), Zt (s), v? (9) 
— by (t) + Zt (9), f (9), ¥2(9)) 
- (R(e(g) + Z«(9)), «(9))- 
写成 分 量 形式 得 到 | 
2I GV < 2v (olo. + 2) + Z(s)]lv, ` Ill 
+ 2]? olv, LAO LAO + 211 Ze (9) vs LZ? CoL Gov 
SK IEOR + SII? IR, + KIZI + TIVI; 
+ KEIZER Ze Gl ls + SII (TI + KIZIB MEZ? (o 
+ Sl?) + KEIZER lv? I + SINE le, 
整理 得 到 


di |v 2 
ME + ave (oy, 


«K*||v? Il + KZ? (DN IZEI? + KIZ? Co)? + K°||Z2(g)l|%,- (6.3.38) 
同 理 得 到 


E 2 
ED X (Ast (a), ue (g)) 

«2b; (Uf (9) + Z? (g), Z^)«(s), pe (9)) 

«K*liv*G)IPPILZE Gl + KIlzeGIPILZE GB + ellv£ Co 
于 是 
m 2 
ZI OU + Mie ole, < KUOPION + Kl ZE GIU Ze OI. 

(6.3.39) 
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由 不 等 式 (6.3.39) 和 不 等 式 (6.3.39) 可 得 
MAË xu, Gy, e reete (oP ze (ol + K IZOR 
+ KEJO)? + KZ? llo, Ze OI? + K°||ZP(g)|É 
+ K°||Z?(g)||%, 
=: GIZEN |Z? Glos Ze COT, IZON), 


在 [0,t] ERAT ERA 


t 
sup | sup [ó(g)|2 < Cs(M), sup J jpeg ds < Ca (M). 


g:lo(g)&r O<t<l g:lo(g)&r 


由 方程 (6.3.32) 和 方程 (6.3.33) 可 得 
Ium) = «lf +2 Í I9) — v. (Odo 
el “|< BOP) + Zr (9)) - B(s(9) + Za(9)), 7 (9) — Vela) > lds 
+2 f "| < RU (G) + Zr (9) — Rea) + Za(9)), 9 (5) — W, (g) > lds. 
类 似 于 引 理 6.3.9 的 计算 可 以 得 到 


IA (9) — v (gll? + À [ Ili (9) — v» (g)|l2 ds 


<Cs(M) sup sup |Z?'(g) — Z,(g)| 
(g:Io(g)&r) 0«t«1 


t 
+ af llo; (g) — v (DPE O Hos Dllv, IL Ze Cg) lv N27 (gllv)as， 


其 中 Gr (Il ll. l(a), Ws)llv. IZZO) 是 关 F v7 (9). (9), Z,(g), 
2Zm(g) 的 函数 . 由 Gronwall 不 等 式 可 得 


sup — sup ||/z(g) (g)? < C&(M)*, sup sup IZz'(9) — Zi(9)|. 
(9:Io(g)&r]) 0<t<l (9:Io(g)&r) 0<t<1 
(6.3.40) 


类 似 于 文献 [7] 中 引 理 5.7 的 证 明 可 知 


sup sup |Z;"(g) — Z«(g)| = 0. 
(g:Io(g)&r) 0<t<1 


对 不 等 式 (6.3.40) 两 边 令 m 一 oo, 即 可 证 得 该 引 理 . 口 
综合 引 理 6.3.9~ 引 理 6.3.11 即 可 得 到 下 面 的 结论 . | 
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定理 6.3.2 令 和 如 表示 方程 (6.3.8) HO" (0) HDA, W| {unn > 1) £ D([0, 1], 
H) Li ik 3 BAA I() 的 大 偏差 原理 ， 即 
(1) 3} D([0, 1]; H) "P 65 4£4 B] + 2k F, 都 有 


lim sup ; log us (F) < — inf I(h); 
(2) 对 于 D([0, 1]; H) 中 的 任何 开 集 G, 都 有 


i544 d ] 
liminf 3 log us (G) > — inf I(h). 


6.4 Lévy 过 程 驱 动 的 随机 Boussinesq 方程 的 不 变 测度 
这 一 节 研 究 Lévy 过 程 驱动 的 随机 Boussinesq 方程 


> t (u - V)u — vAu + Vp = 8e; + bidt + QidW!(t) + J f(x)N; (dt, dz), 
x 
00 


ay + (o V)0 — kA0" = uz + bodt + QadW?(t) + f g(x) Na (dt, dz), 
x 


V-u=0,ulap =0, u(0)= uo, 6(0) = 6o 
(6.4.1) 
的 不 变 测度 的 存在 性 和 唯一 性 . 其 中 ,W(t) 是 为 协 方差 算 子 为 1 的 柱 面 Wiener 过 
E, Q = (Qi, Q) 是 迹 算 子 ,5 是 互 空间 中 的 常 值 向 量 , f 是 从 某 个 可 测 空间 XX 到 五 上 
的 可 测 映射 , 并 且 满 足 指 数 可 积 性 条 件 (6.3.1), Nn(dt, dz) Æ [0, o0) x X 上 具有 强度 ` 
为 nv 的 补偿 Poisson 测度 , HEP v Æ B(X) EH o ARWR. 
A Xlr) E F BEYL Boussinesq 方程 的 解 : 


t t t t t 

Xung | AX,ds— J B(X,)ds— J R(X,)ds+ I QdW.+ / / iiid E 

FA B(y,r) EIR D(A?) 空间 中 球 心 为 y 半 径 为 + 的 球 , FH B(D(A?)) 表示 D(A?) 
上 的 有 界 可 测 函 数 . 

定义 6.4.1 令 {( 已 )t>o 是 一 个 Markov 半 群 . 

(1) P, X 5€ Feller 的 , wR Pip € C(D(A%)) 对 任意 pe B(D(A9)) 和 任意 t > 
0 都 成 立 ; 

(2) P, RT 2689, 如 果 了 下 {Xi(z) € B(y,r)) > 0 对 任意 zy € D(A°S), r > 0 和 
任意 t > 0 都 成 立 . 

由 无 穷 维 空间 上 的 遍历 理论 1A 知 , 不 可 约 性 和 强 Feller 性 可 以 推导 出 P(t, z, -) 
测度 族 的 等 价 性 , 由 此 可 以 进一步 推出 不 变 测 度 的 唯一 性 . 

接 下 来 , FSI A 5 Dong [9 类 似 的 假设 . 令 {Uk} EX E$ E U, Z X 
和 和 (Uk) < oo 的 可 测 子 集 列 . 存在 正常 数 C, 开 使 得 对 某 个 a € [1/4, 1/2), 
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(H1) Q :一 五 是 一 个 单 的 线性 有 界 算 子 , HER RQ) E DAt) pH, 
并 满足 对 某 个 > 0, D(A2e) c R(Q) c D(A$*$**); 

(Hà) / |A* F(0, u)/?A(du) = 

X 
(Hs) f A (FG) = F(y u) PAu) < KIA — DÉ; 
(H4) sup Í |A% F(z,u)|?A(du) — 0, “4m — oc 时 . 
r€H JUS, 


6.4.1 5% Feller 性 质 
引 理 6.4.1 对 p € C(D(A°S)), z,h c H, 存在 


DeBo(Xs(a))-h= TE epu) [ (Qayaw), (643) 
0 
其 中 以 (z) = DX,(z) : h X F 24265 A: 
nè (z) =h 一 Í An?ds — / [B(X,(z), n) + B, X,(z))|ds — T R(n})ds 
+f J pre _(z),z) - nh. (z) N (ds, dz). (6.4.4) 


证 明 4 V(tz) = Ep(Xi(z)). XE V(s,z) = V(t 一 s, X,(z)) LH Ito 公式 , 得 
到 


t 
e(X,(z)) =V (t, £) + Í (DV (t — s, X,(z)), QdW,) 


+ [ J [V@—s,X,-(z) + F(X,-(z), 2)) 
— V(t — s, X, _(z))]Ñ (ds, dz). (6.4.5) 


n Í ‘(Qn (2), dW.) REER (6.4.5) 的 两 边 并 取 期 望 , 有 
E (oxla) f ' (on 只 ha 
=E | f (DV (t — s, X,(z)), QdW.) - | Qne) awa) 


=E | f DV (t — s, X,(z)) (zie): f >o Ine (a), ol| 


-E ig DV (t — s, X,(z)) -Q (= Qne (2) e; > ; ds 


j 
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t 
=E J DV (t — s, X,(z)) - Q(Q-! n (2))ds 
0 
+ 
=£ | DzV (t — s, X, (z)) - hds 
0 


t 
ap; f EV (t — s, X,(z)) - hds 
0 
=D,Eç(X,(z)) -t - h, (6.4.6) 


因为 V(t 一 s, X,(z)) J&— 1 8h. 证 毕 . D 
Xt R > 0, 令 ER 是 一 个 在 [- R, RJ E91, Æ [- R 2-1, R41] 外 为 0 的 Cee 函数 . 
4 X (R) (z) 是 如 下 的 截断 Navier-Stokes 方程 的 解 : 


XD =r- f “Ax ®ds — J ‘Ba(|A XUD[)IBOCUO) + R(XU9)Jds 
0 0 
t t " 
4 Í QdW, + f k F(X (s), z)Ñ (ds, dz). (6.4.7) 
类 似 于 文献 [17], 可 以 证 明 


引 理 6.4.2 假设 (Hi)~(Ha) RÈ. 则 对 Yr € D(A), 方程 (6.4.7) 存在 一 个 
唯一 解 X(CR) 满足 , 对 a.s. w Eg, 


XD(w) e D([0, T], D(A%)) n L=% (0, T; D(A$*  )). 
3t —3 , X(B(w) 是 一 个 D(A?) 空间 上 的 Feller- Markov 过 程 . 
EM TR — rR(z) = inf{t > 0:|A°X(®(z)|? > R}. 
引 理 6.4.3 对 任意 M > 0, 


lim su P(T? < t) — 0. 
k= zep(A2),|A«z|« M 


证 明 只 需要 证 明 对 任意 |z| < M 和 t > 0, Esup,c, | A? XS” (2) BARA, 
且 不 依赖 于 zx. 证 明 方法 与 文献 [17] 类 似 , 在 此 略 . 口 
令 PF(t,z,-) Æ (6.4.7) 的 解 的 转移 概率 , 再 对 ze D(A?) fll ó € B(D(A°) E S. 


PFo(z) = Í e(y)PF (t, x, dy). 
H 
定理 6.4.1 假设 (Hi) ~ (Ha) 成 立 . 则 (PP),s9 Æ D(A?) 上 的 强 Feller 群 . 
证 明 对 zj € D(A9), GUR) E: 2i & (6.4.7) 的 解 的 微分 , 即 UR(t) = 
D, X(P (£) - h. 则 UR(t) 满 足 方程 


t 
UR(t) =h — I AUF (s)ds 
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t 
- [| 29847 XPP) < 4x9, AUR) > LB) + ROCÍP)as 
0 
t 
- / Bp(|A° XL” ?)[B(X$ (a), UR (s) + B(Us (5), XP (2) 
0 
t 
+ R(UR(e))]ds + f J DF(XíP(z),z).UB(s-)N(ds,dz). (6.4.8) 
0 JX 
4 
VE =2ex (| Ae XP? ?) < A9 x(P, AeUR(tO) > [B(X®) + R(X) 


+ @p(|A*X{”|?)[B(X{” (x), UR (t)) 
+ BUR (t), XC (z)) + RURE). (6.4.9) 


注意 到 7R = 7 F(z) = inf{t > 0: [AX (x)| > R2), 因此 , X4 | A26 5 UR(O? JH 
Itó 公式 有 


|A2e- à JR (t ^ rR)|2 
tar® 
-|ATo7 inp? + Í < 2422-3 (s—) . A?0-3, dUR(s) > 
0 


+ 2  (A(|A2e-3UJR(s)P)— «247730; (s—)- 49275, AUR (s) > 


s<tar® 
tAr? 
-|42e-3 h|? + Í < 24?e- 3 yR(s—) . A2e- 3, — AUR(s) — V.Rds > 
0 
tar® 
+ J E < 2420-ÀyR(s—) . 42073, DF(X®) (a), 2) - UR(s—) > Ñ (ds, dz) 
i^T 
+f J (142073 (UR (s—) + DF(X£P (a), z) - Uf (s)? 
- |4? -3 UR (s—)|?)N (ds, dz) 
tATR 
-f a < 24227 YUB(s—) . A223, DF( XP (a), z) -UR(s—) > N(ds, dz) 
tar? 
=|A20-3 h|? + f < 24? 3UR (s—) . A207 3, — AUR(s) — V.Rds > +(1). 
0 


在 下 面 的 证 明 中 , 将 用 到 插值 不 等 式 
| < B(u,v), A?*w > | < Co|A* twl Ait $ u|| AT* $ v. (6.4.10) 


该 不 等 式 的 证 明 参 见 文 献 [11, 5384.1]. 则 


tar? 
|A2e-3 UR (t ^ rP)? +2 f |A? Ug (s)? ds 
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tar® 
simia +c f (9 (14? XE) A xX MIA UR (s)]| A? X (? |?| AUR (s)|ds 
tAr” 
+C f ERER AAE + (J) 


<|A72- à? + cay f^ ou + |4* XfP [| AUR (s)]| A UR (s)]ds + (I) 


tAr? 


«| 422-34? + C(R, k) x IA*U£(s)]| 29 UF (s)|ds + (D 
0 


tAr? 


«| 422-34? + C(R, k) J |422- UR (s)|? A2ÓUR(s)|2—2eds + (1) 
0 
R 


; t^T tATR 
«|4?07 3a? + f |A? UP (s)f^ds + C, (R, k) | A222-#UR(s)l2ds + (D). 
0 0 
因此 


tar? 
E sup |A2e-;UR(s)|2 +E f |A? UF (s)|?ds 
s<tArR 0 
tar? 
<|A?*-2 hl? + C1 (R, k)E J [A?o- 3 UR (s)|?ds 
0 
tart? 
+8 / A | < 242o- i UP(s—) - A2o-à ,DF(X(P (a), z) - UF(s-) > |N(ds, dz) 


+E Í id f ||4273 (UP (s—) + DF(XÍP (z), z) -UP(s—))|? 
- |4?*- 3 Uf (s—)*|N (ds, dz) 


tar® 
+E n 人 purs ): A73, DF(X® (a), z) - UR(s—) > |N (ds, dz) 


«|422-3 4 + C, (R, K)E T " afe MU) Pas 


+E i ae | < 24707 5UR (s) - 420-2, DF(X FP (a), z) -UP(s—) > |N(ds, dz) 


tAr”? 
+E f T 
Xx 


DF(X(P (£), 2) -U(s—) > ds’ 


f < 2422-3 (UR(s—) + s'DF(X{® (2), 2) .UR(s—)) - 420-3, 
0 


tAr? 
+E / | | < 24707 5UF (s—) . 420-3, DF(XÉP (a), z) -UB(s—) > |N(ds, dz) 
0 X 


tAr? 
<|A22-4h)? + C,(R,k)E J |A2e—1UR(s)2ds 
0 
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tAr? 
+c — Í m URP 14- DF (XL (a), 2) Uf G)PA()ds] 
0 X 
tAr? A 
+cE/ f att DF (xi”@), 2) 
0 X i 
- UR (s)|? - |A2e73 DF(X{® (2), z) - UF (s)? (dz)ds]! 


tar® 
«|42273 4? + C,(R, k)E f |422-}UR(8)|?ds 


tAr? 
+eE sup |A?*-3UB(s)? + C(e)E n | 422-3 UP (s)|2ds, 
a<tAr® 


其 中 e € (0,1), 最 后 一 个 不 等 式 是 由 假设 (Hs) 推 得 的 . 所 以 


tATR 
(1—e)E ap: |A22-2UF(s)|? +z Í |A2eUR(s)|2ds 


， tAr? 
«|A22- 3h + C(R, k, e)E. / [42-4 UR(s) Ids. (6.4.11) 
由 Gronwall 不 等 式 可 得 
(1 一 er Bap. |A?e- 3 UR (s)? + E i AUR (Gs 
<|A20-4 " put k,e)t < |A*A|?e O(R,k,e,A1)t_ 


现在 , 结合 (6.4.11). EE (H1). ABBE 6.4.1 可 得 , 对 任意 2, y € STATIM S € 
B(D(A*)), 


|PĒ R(T) — PE rv(y)| 


< sup ID; PA n (z + B(x — y)) - (z — y)l 
IBIS 


< sup 


1g [ (x ee 
sup He extat + B - 9») 


tAr? 
xf <Q D:X{Pe+ Ble 9» (am. > | 


E n « Q^! D, X9 (z + B(z — y)): (z — y), dW, >| 


1 
<+llell< sup 
l8|«1 
1 tATR 2 2 
«ilele sup E[ [QD XP+ Bley) (2 -| as 
IB|<1 0 


C tar® à 
<= lplloo sup Ë Í | [sede xia + Ble — 1) (e — || 
l8|<1 0 
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C(R,k,&, t a 2 
Rem Diol. [anc — yr] 


Ci(R, k,&, At 
«DOS BS AL lz — vsus, (6.4.12) 


由 引 理 6.4.3, 对 任意 pe B(D(A?)), 34 R > co 时 ， 


sup |PR aep(z) — PRe(z)l < 2llelloe su P(t? < t) ^ 0, 
zcD(A?),|Aoz|« M zeD(Ao),|Aez| M 
(6.4.13) 


因此 , 由 (6.4.12) 和 (6.4.13), 对 任意 ti > 0, R>0,2,y € D(A) My € B(D(A?)), 


IPP o(x) — PP v(y)l 
SIPE, rols) — PRe(z)| + |P roly) — PiRo(u)| + IP ne (7) — PA nv) 
<2||Plloo[ P(r? (x) < t) + P(r*(y) < t) 
+ ARB EA D AOL li yp (6419 
由 文献 [14, 引 理 7.1.5] 可 知 PR 是 强 Feller 的 , RERS k ROK, HS s My 
分 接近 . 口 
定理 6.4.2 假设 (了 HH1)~(H4) RÈ. 则 (P,),>o 是 空间 D(A*) 上 的 强 Feller FF. 
证 明 与 (6.4.13) 类 似 , 对 任意 上 > 0, R > 0,2,y € D(A?) fll o € B(D(A*)) W 


X. 
f |P,e(z) — PRo(z)| < 2\\plloP(7* (£) < t). 
因此 
|P;e(z) — Pep(y)| 
«|PRo(z) — P,e(z)| + |PF oy) — P«o(y)| + IPe(z) — PFety)l 
«2|lelle[P(rA(z) < t) + P(r®(y) < t)) +IP/Re(z) - PAe(y). (6.4.15) 
由 引 理 6.4.3 和 定理 6.4.1 推出 P, Es: Feller AY. o 
6.4.2 ”不 可 约 性 


先 考虑 A(X) < oo 的 情形 . 由 于 在 这 种 情形 下 N (dt, dz) 跳 的 时 刻 可 以 由 小 到 大 
HEF, 所 以 在 每 两 个 时 刻 的 间隔 区 间 上 以 一 种 半 确 定 的 形式 可 以 处 理 原 方程 (6.4.2) 
如 下 : 

= _AXidt — B(X,)dt — R(X)dt — J F(X«, u)A(du) + QdW,, 
x 


(6.4.16) 
Xo = z. 


Fi PP 表示 该 方程 解 的 转移 概率 半 群 . 
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考虑 满足 下 面 方程 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 z : 


| dz, = — Az,dt T QdW,, 


6.4.17 
zo = 0. ( ) 


引 理 6.4.4 对 每 个 非 空 开 集 工 C C(I0, T]; D(Aš+9)), P(z.(v) €T) > 0 
证 明 ”这 个 定理 是 假设 H, 的 直接 推论 , 可 以 参阅 文献 [12] 得 到 . 口 
由 变换 
X,(z) = Z,(z) + z, 
有 下 面 的 随机 微分 方程 


dZ: = ~AZidt — B(Z + zi)dt — R(Z, + z)dt — 人 F(Z: + ze u)A(du), (6.4.18) 
Zo = z. 


HERAT > 0. 为 证 不 可 约 性 , 需要 考虑 对 确定 问题 的 控制 方程 


l dY, = — AY,dt — B(Y, + «)dt — R(Y, + wr)dt — I FY + ve, u)A(du), (6.4.19) 


Yo = z, 
其 中 z € D(A), v € C([0, T]; D(A2)) n Li (0, T; D(A$*3)). 
与 文献 [17] 的 证 明 方 法 类 似 , 有 下 面 的 定理 : 
定理 6.4.3 假设 (H2)~(H4) MA. MAIER ze D( A?) fe v eC([0, T]; D(A2))n 
L (0, T; D(A3*3)), HAZ (6.4.19) 存在 一 个 唯一 的 解 Y, 满足 


Y € C([0, T]; D(A%)) N L= (0, T; D(A3*$)) n L2(0,T; D(A? +a), 
& Yi(z, v) &7r f (6.4.19) 的 解 . 则 有 
引 理 6.4.5 假设 (H2) (H4) RÈ. Matz, ye D(A?), A v e C([0, T]; D(A?))n 
Lis (0, T; D(A3*3)) RAF Yr(z, V) + Up = y. 
HERR 选取 0 < to < t < T, 然后 令 
& =e "Az, 0&t«to, 
& = T^y, ti «t«T, 


& = C I ln, to «t«t. 
WIE € C([0, T]; D(A®)) n RM 进一步 地 , 令 ¿ EF Ry ens : 


I dú = —AGdt — B(&)dt — R(&)dt — k F ($e, u)A(du), (6.4.20) 


Yo = z. 
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WW c € C([0, T]; D(A?))nZ7(0, T; D(A$*?)), 而 且 类 似 于 文献 [17] 的 证 明 方法 知 , ç € 
ZE 和 (0, T; D(A3*3)). Bit, U = € — c e C([0, TJ, D(4")) n Ls (0, T; D(A1*3)), 
Bir eA FRR AI v T E 5 | BABE. D 

定理 6.4.4 假设 (Hi)- (Ha) RZ. WJ P0 是 不 可 约 的 . 

WEBB ”为 证 明定 理 , 将 对 同一 个 初始 条 件 z e D(A?), 估计 2 # Y, WIZE C ([0, T); 
D(A?)) = IB PER SS. 

SW = Z, — Y, Al w = z+ — t, 则 

dW, = —[AW; + B(z + Zi zt + Zi) — B(i + Ye Ye + Ye) + R(W,.)]dt 

" I [F (Ye + Ve, u) — F(Z: + ze, u)| (du), (6.4.21) 


Wo = 0. 
两 边 同 乘 以 A? W, 并 积分 , 由 插值 不 等 式 (6.4.10) 得 到 
t 
|A°W, |? 十 2 j| |A** 3 w,|?ds 
0 
t t 
«Cp |/ Aat? (y, + Y,)|2 -|A°+3 W,|ds +f |A$*3 (Z, + za)|? - jew, jd] 
0 0 
t t 
m j/ |ASW,|2ds + ri / |4*[F(Y, + js, u) — F(Z, + zs, u)]] - |A?W; A (du)ds 
0 0 JX 
t i 
< Í [A**3 W, |2ds + c f [|43*3 (v, + Y,)|¢ + |A3* 3 (Z, + z,)|8)ds 
0 0 
t t 
+0 J |A°W,|2ds + Ci f [| A°W, |? + |A*w, ?]ds. (6.4.22) 
0 0 
由 Gronwall 不 等 式 和 wo = 0, 有 
T T 
sup |A°W, |? «f [Av t w,|? < o f |A*w, |?ds, 
t<T 0 0 
对 某 个 常数 C2 > 0 成 立 . 因此 
Ze — 到 lcdomipGa)) < Csllz — v«llcto;ri (a2): (6.4.23) 


再 由 引 理 6.4.5, 


|Xr(z) — vllp(a«) =||Zr(z) + zr — Yr(z. V) — Yrllpcae) 
<||X.(x) + z. — Y. (z, v) — v.llcto,ri;m(Ao) 
«CA||z — V/|lc(fo,r);D(A2))- 
由 引 理 6.4.4 Ail, ze EZ IBI C([0, T]; D(A* $)) 内 是 非 退 化 的 , 所 以 对 任意 r > 
0 有 


N Tr 
P(lXr(z) — yle > 7) P c EU RE Z) ei 
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因此 | 
P(||Xr(z) — vllp(a») < r) > 0, 


P? 的 不 可 约 性 得 证 . D 
定理 6.4.5 假设 (H,) (Ha) 成 立 . N P, ERTH. 
证 明 这 个 定理 与 Dongl10] 的 证 明 完 全 类 似 , 这 里 仅 概述 其 过 程 . 
假设 和 (X) < co. 用 PF 表示 方程 (6.4.2) 的 解 的 转移 半 群 . 则 由 文献 [10] AH, 
有 下 面 的 关系 式 : 


PF (s, C) = e PP(z, C) + j] I / f ¿“AGO PE (y + F(y, 2), C)A(dz)P? (z, dy). 
0 HJX 


再 结合 PP 是 不 可 约 的 事实 (定理 6.4.4), PF 的 不 可 约 性 立 得 . 
对 于 A(X) 是 c 有 限 的 一 般 情形 , 可 以 通过 标准 的 逼近 方法 证 明定 理 . 口 
6.4.3 ”遍历 性 
定理 6.4.6 假设 (Hi)- (Hg) RÈ, 则 转移 半 群 忆 至 少 存在 一 个 不 变 测度 . 
证 明 令 X= 义 (t,to) 表 示 如 下 方程 的 解 : 
t t t t 
X, =X, = rA AX,ds — a B(X,)ds 一 J: R(X,)ds + 人 QdW, 
t ~ 
+ A I F(X., z)N (ds, dz). (6.4.24) 
考虑 满足 下 面 方程 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 zy : 
dz] = (— A — y)z?dt + QdW;. f (6.4.25) 
对 方程 (6.4.24) fE Ornstein-Uhlenbeck 变换 , BI X(t, to) = Z7(t, to) + 27, M Z? = 
Z"(t, to) 满足 
dZ} = —AZ7dt — B(Z] + z?)dt — R(Z? + ])dt — J F(Z} + z} ,u)Ñ (dt, du), 
x 
Z--zau. 
(6.4.26) 
Xf [A2e-3 Z7 (t)? 应 用 It6 公式 有 
|a2e73 zy]? 
=|A20-4 Z7 |? + A «2490-17 . 420-3, dZ7 > 
to 


+ (A(A?773zjf?)- < 2492-3127 42 AZ? > 


s&t 
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t 
=|A20-4 Z7 |? + / < 2A20-43 77 . 420-3, [AZY+ B(Z7 + z7) + R(Z2 + z7)|ds > 
to 
t 
+ / f «2422-3 z» . 429-3 F(Z} + z2_,u) > Ñ(ds, du) 
to JX 
t 
+f f Qut a + GL + xL -1A zz P)N(ds, du) 
X 
2 
- | | < 242c- 二 2ZT_ . A?e-5, F(Z7. + 27_,u) > N(ds, du) 
: to JX 


t 
=|A?-4 zz P + J < 2A2e-127_. A2e-3, [AZ + B(Z7 + 27) + R(Z7 + z7)|ds > 
to 
+ I) 


在 下 面 的 证 明 中 , 还 要 用 到 插值 不 等 式 (6.4.10), 


| < B(u, v), A?*w > | < CoA? tew Ait $ u|| Att $ v, (6.4.28) 
所 以 
-|42c 一 二 Zr|2 十 2 Í | A2eZ7|2ds 
<|a2e-3Z7|2 + C, lA |A2e Z7 |LA* (Z7 + 27) |? ds 
o 
"m [aasan + | 42273 Z7] 42973 22s + (I1) 
«pM zz Po, faz ZIP 
+ A Zr A92 + [AMA Z7 + 1422-47 ds + (ID 
<A Aza os [pfo zoo za pte 
ti 
+ 4? ZA" z2? + |A2e—-3Z7|2 + |A2e-37|2]ds + (IT) 
<|A2e—3 hl? 十 f j |A2e Z7 |?ds + Ca E | A2e—š Z7|?ds 
0 : 0 
十 Ca / (42273 2p + |A?27 ?)ds + (IJ). 
o 
因此 


t 
Esup |A2¢~4 Z7|? + E f | A20 Z7|?ds 
n to 


s< 


t t 
«|42273 Z7 P? + C.E / [422-3 Zy|2ds + C4E / (1422-42712 + |A%27|2)ds 
to to 
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ref «24?o-177 .A?e-i F(ZY + 27_,u) > N(ds, du) 
o à 
+z f ' [ae hay + FOL LS)? -14°03 Z,- P) (ds, du) 
0 
一 下 J I i «2472-377 . 470-3 F(Z7 +z ,u) > N (ds, du) 
to 
«[42273 Z? |? + CAE / I [A227 3 Zy|2ds + C4E J ‘(42-4272 + |A?27?)ds 
o 0 


t 
+z f fi < 2422-173. . A2e7À, F(Z] + z7,u) > |Ñ (ds, du) 
0 


t 
«xf f 
to JX 


F(Z2. + z}_,u) > ds'| N(ds, dz) 


1 
j <2A2e-3(Z7, + s'F(Z7_ 21 ,u)). A273 
0 


t 
+E / f | < 2427-4} Z7 . A2074, F(ZY + 27 ,u) > |N (ds, du) 
to JX 


t t 
<S|4? 3 Z] |? + CE | |A2e-3Zy|2ds + C4E J (|[A2°-3z7|? + |A%27|?)ds 
to to 
t 1 1 i 
+ Cs Ë J J |A2e—3 z1]? . | 422-3 F(Z] + 27, w)PA(de)as| 
to JX 


i 
2 


t 
bo E / J |42273 F(Z] + 22, u)|? - |A2-2 F(Z? + 22, v) PA(dz)de] 
to JX š 
t 
<|A2e-2Z7 |? + eEsup|A?27 1 Z7]? + CoE f | A2e—2 Z7|2ds 
s&t to 
t 
+ CoE / (42073 27]? + |A2z7/?)ds, 
to 


其 中 e € (0,1), 最 后 一 个 不 等 式 是 由 假设 (Ha) 和 (Hs) 结合 Young 不 等 式 推 得 的 . 
所 以 


(1 —=)Esup|A2e-3Z2[2 +E / i | A70 Z7 |? ds 
s<t to : 
«42075 Z7 |? + CoE [ |A20-3 Zy|2ds 
+ CeE re (142673 27]? + |A%27|?)ds. (6.4.29) 
M to < —1, e 很 小 时 ， 


0 
E|A?2- 5 Z7(0, to)|?e?Ce | 3 n (1 to) + Cer / (14973229 +14°271?)ds| 
-1 
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0 
< er aba Cur + cez f (|A2e—-3 22? + |A^z2)de] 
E 


由 文献 [12] 知 , 假设 (Hy) AR z? ZEZ D (A9) 中 有 一 个 连续 的 版 本 , 因此 
FETE D(A") fü D(A20-3) 中 都 有 连续 的 版 本 . MT E / (4227322 +227 /*)ds 


APR. 再 由 与 文献 [14, 命题 15.4.3] 类 似 的 证 明 方法 知 , 存在 a > 0, (818 |A3 Z”(—1, 
to) |? 对 任意 的 to < -1 几乎 处 处 有 限 06]. 

BALA sup, <1 E| A2e—2 Z^ (0, to) |? 有 限 , sup, < E| A273 X (0, to)|? 亦 有 限 . 由 

T 

此 , 结合 文献 [14, 第 6 3€] 的 讨论 立即 可 得 {ur(.) = 2: / P(s,z,-), T > 0} 是 胎 紧 
的 , 从 而 其 极限 点 即 是 定理 所 求 的 不 变 测度 . 口 

定理 6.4.7 假设 (Hi)- (Ha) 成 立 , 则 转移 半 群 已 存 在 一 个 唯一 的 不 变 测 度 几 
而 且 几 是 遍历 的 、 强 混合 的 . 

证 明 由 上 个 定理 知 ,只 需 证 不 变 测 度 的 唯一 性 . 由 定理 6.4.2 和 定理 6.4.5 
Al P, EGR Feller 的 和 不 可 约 的 . 所 以 由 Doob 4E 38 04), 定理 得 证 . D 
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第 7 章 ”部 分 双 曲 动力 系统 的 随机 稳定 性 


71 引 言 


微分 同 胚 双 曲 吸引 子 上 的 SRB 测度 相对 Markov 扰动 的 稳定 性 以 及 流 在 其 双 
曲 吸引 子 上 的 SRB 测度 相对 其 时 间 1 映射 的 Markov 扰动 的 稳定 性 在 文献 [13] 中 
已 有 很 好 的 研究 结果 . 这 里 进一步 考虑 对 一 类 部 分 双 曲 吸引 子 上 的 微分 同 胚 进行 
Markov 扰动 的 问题 . 在 一 定 的 条 件 下 , 可 以 通过 随机 扰动 产生 平稳 测度 族 的 弱 极 
限 点 以 证 明 SRB 测度 的 存在 性 , 当 极限 点 唯一 时 , 同时 可 以 得 到 其 随机 稳定 性 . 

在 本 章 中 , W M 是 一 个 光滑 的 黎 曼 流 形 ，7 c _M 是 一 个 具备 紧 闭 包 的 开 集 ， 
f : U 一 M 是 一 个 到 象 的 C? 微分 同 胚 . 这 里 把 一 个 子 集 A c U 岂 做 fF 的 部 分 扩张 
吸引 子 , 如 果 它 满足 以 下 的 性 质 : 

(i) A 是 紧 的 , fA = A; 

(ii) 映射 在 A 上 是 以 如 下 意义 部 分 扩张 的 : 


TM = E" E°° ° (7.1.1) 
是 切 从 上 的 连续 分 解 ,dim E" Z 0. 存在 一 个 实数 > 0 使 得 


limsupllog|Tf^£|2 ào, VEEE", £70, 
lim inf $ log|Tf"n| <0, Vp EE”, n70; EN 
(ii) 存在 人 的 一 个 的 闭 邻 域 WA (UA C U), 使 得 JUA C int(UA) 以 及 门 。>o "UA 

= A (UA 被 称 为 A 的 吸引 域 ). 
令 人 是 一 个 如 上 引入 的 部 分 扩张 吸引 子 . 与 文献 [5, 引 理 2.3] 中 的 方法 类 似 , 可 
以 把 分 解 TAM = EOE” 连续 延展 到 人 的 一 个 闭 邻 域 V E, 使 得 它 仍然 是 Df 不 

变 的 

Ty, M = Ê" o Ê“. (7.1.3) 


可 以 做 到 VA C Ua UA fVA C Va. 可 以 证 明 (7.1.2) 对 分 解 (7.1.3) 依然 成 立 . 对 
Tz € V4, ÊS H Daf" RE (n > 0), 事实 上 ， 


Ee = fn € T,M : lim inf + tog |D, f"n| < o} 
n—oo n 
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(名 在 内 上 的 延展 通常 并 不 唯一 ). 利用 Brin 和 Kiferll 的 结果 , 可 以 证 明 记 es Xf z € 
VA 是 Holder 连续 的 . 这 里 , (RU ÊS 对 ze Va Æ Lipschitz 连续 的 而 且 以 如 下 的 方 
式 局 部 唯一 可 积 : 对 任意 z € Va, 存在 一 个 dim És SER Cl RA FAR Wee (z) 以 
Falz) > 0 使 得 , 一 个 C1 曲线 c : [0,1] + M 只 要 满足 o(0) = z, a(t) € Bot, Mt € 
[0, 1], 并 且 其 长 度 小 于 a(z), 则 一 定 包含 在 Wies (x) 内 (文献 [7] 中 有 相关 的 结果 ). 
关于 局 部 可 积 流 形 的 其 他 性 质 将 会 在 引 理 7.2.2 中 给 出 . 上 面 给 出 的 假设 限制 性 
太 强 , 我 们 并 不 知道 能 否 削 弱 它 而 不 影响 最 终结 果 . 对 于 由 行列 式 为 1 或 -1， 
特征 值 的 绝对 值 可 能 为 1 的 整 系数 和 矩阵 所 诱导 的 环 面 自 同 构 ，Bes 的 Lipschitz 
连续 性 可 以 由 文献 [11] 中 的 一 些 类 似 “ 捆 束 ”(bunch) 的 条 件 保证 . 

这 里 考虑 由 一 族 转 移 概率 为 Ps(z,.), z € UA 的 Markov $ {XE}n>0, € > 0 给 
HAY f : UA 一 Ua 的 随机 扰动 . 假定 该 转移 概率 族 满足 下 面 所 陈述 的 性 质 1013], 对 
任意 z € UA, p > 0 是 一 个 使 得 exp。 : (£ € TaM :|£| < p) > B(z, A) 微分 同 胚 的 实 
数 . 

假设 (a) Pr(z,-) 具 备 形式 P*(z,-) = Q5,(), EP QSC), y € Un, e > 0 是 一 族 
相对 于 M 上 的 Lebesgue {ill BE m 密度 为 dy 的 转移 概率 , 即 


QET) = 人 qc(z)dm(z)， 任意 可 测 的 TC M; 


(b) 存在 常数 0 < a < 1, C > 0 和 一 族 非 负 函 数 (r,(£),£ € TM, y € UA) HE, 
当 s 0 足够 小 时 ， 


qs(z) < Cevea (其 中 v= dim M), 


对 任意 ye UA, z € M 成 立 , ME 


exp-l z 
q, (z) < (1 + #%)e "ry ( Py ) 


E 


亦 成 立 , 只 要 y € Us, d(u, z) < £179; 

(c) PR ry (£), €«T,M,y € UA WE: 

(i) i _,To(€ dy (6) = 1, RP my JT, M EA ERE SH, 

(ii) rv (€) < Ce-ai; 

(ii) IR v+ = (€ e TM : ry(€) > 0) LU OV; (6) FRA v> 的 边界 9V+ f 54 
ish, 则 

f (92m) < Cå, 
avj (6) 
以 及 
ry(£) < r,(m) + Cp, 


= 
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"€ g OV (Cp) BY, 其 中 p = p((y, £), (2, m) = d(y, z) + |E — m«ynl, Tey BIA T. M 到 
TyM 的 平行 移动 , y,z 满足 dly,z) < A; 

(d) qs(z) = 0 34y € fU, Hz £ UA B. E 

这 类 随机 扰动 的 最 简单 情形 是 当 Qs 是 B(y,e) 上 的 均匀 分 布 时 , 即 q£ (z) = 
m(B (y,e))-! 当 z € B(y,e) 时 以 及 其 他 情况 下 gs(z) = 0. 寻找 进一步 的 例子 见 文献 
[13, II.1]. 

UA 上 的 一 个 概率 测度 称 为 Markov $E (X2) 550 的 平稳 测度 , 如 果 


/ P*(z,U)dyu*(z) = u*(T), 任意 可 测 的 TC UA. 


一 个 f:UA 一 UA 上 的 不 变 测度 叫做 Sinai-Ruelle-Bowen 测度 , WRX} y JLF AR 
处 存在 一 个 正 的 Lyapunov 指数 , 而 且 / 在 不 稳定 流 形 上 有 绝对 连续 的 条 件 测度 , 或 
者 等 价 地 , 由 文献 [14], /满足 Pesin AAR 


ha (f) = / x(z)du(z), (7.1.4) 


FOP n, (f£) E (f, i) H8, x(z) 是 了 在 z 点 处 的 非 负 Lyapunov 指数 的 和 . 主要 结果 
AF: 

定理 7.1.1 + A f 8$ — 4-3» E.5| 85,8) RAP KRG AA E05 X Lipschitz 
连续 的 , 在 人 的 一 个 令 域 上 是 局 部 唯一 可 积 的 ， 令 {XE}ns0, E > 0 是 的 一 族 
满足 假设 的 Markov 扰动 . 对 每 个 足够 小 的 e > 0, £ a° 是 {XE}nzo 的 平稳 测度 . 
M) (az) >o 的 任 一 极限 点 /是 了 的 集中 在 人 上 的 SRB 测度 . 

上 述 结果 表 明 在 A 上 至 少 存在 一 个 SRB 测 度 几 而 且 当 它 是 唯一 的 时 候 (相关 
结果 见 文 献 [6]), 它 关 于 Markov 扰 动 {Xs}n>o 是 随机 稳定 的 , 即 


woop, 4e 一 0 时 . 


这 里 要 注意 , 不 能 期 待 随机 稳定 性 对 任意 的 Markov 扰动 都 成 立 . 即使 在 很 简单 的 
情形 , 比方 说 f :5S1 St, eim e24 也 会 导致 反例 0131. 

我 们 并 不 知道 当 A 是 一 个 局 部 压缩 吸引 子 时 , 是 否 有 类 似 定理 7.1.1 的 结果 存 
在 . 局 部 压缩 吸引 子 可 以 把 (7.1.1) 和 (7.1.2) 分 别 替 换 成 


TAM = E" @ E* (7.1.5) 


和 


limsup + log|Df"€|>0, VEE E", £40, 
Mer (7.1.6) 


lim inf ilog|Df"r| «—3e, YN EE’, #0 
(其 中 Ag > 0 是 一 个 常数 ) 来 定义 . 这 种 情形 包含 文献 [9] 中 引入 的 “几乎 Anosov" ft 
分 同 胚 . 对 于 随机 微分 同 胚 的 扰动 , 以 上 引入 的 两 类 吸引 子 都 可 以 证 明 类 似 的 结果 
(不 需要 假设 Lipschitz 连续 性 以 及 Be 的 可 积 性 ) 15), 
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令 人 是 了 的 一 个 部 分 双 曲 吸引 子 . 令 0 < y < da 满足 
eo7* 一 e57 > e57 — etm, (7.2.1) 
由 文献 [15], 存在 一 个 常数 C(y) > 0 使 得 对 任意 的 z € A, 
|D: f El > C(y) eM" |, VE e Ev, 


ID. f^n| < C(y)e""ln|. Vn € EY. 
接 下 来 , Mc € ASLA TAM 上 的 一 个 新 的 范 数 儿 . |l, 
+00 
llle = Y e00- Df "el, VEE Ez, 
nzl 


+00 
linll E 2 e ?"^|D, f"n|, YE EP, 
n=0 
lllz = max{llélz, nllz}, VO =E +n E En @ ES. 
很 容易 验证 | - ||. 连续 依赖 于 xz € A, 而 且 


DEI 2 e0»-??|lel, VEE E", 
ID fnll < emi, vn € Ee. 


选取 A 的 一 个 闭 令 域 V, 使 得 V C VALL fV C int(V). 进一步 地 ,TAM = 
E"GE** 和 省 省 还 可 以 分 别 延 拓 到 连续 分 解 Ty M = E! GE? (例如 (7.1.3)) 和 TyM 上 
的 一 个 连续 范 数 | - || E, 


上 | = max(l£ll; lm), v¿=£+mn e E' e£, 
”使 得 对 任意 的 ze V, 


E B 1 22 1 2 
D,f = id rud : E, @ Ez — Ej @ Er, 
F; FZ 


满足 


WEP) «709-99, (FRI < e, 
FBI «s e), MERI < Ee ~ e. 
令 A= Ayv > 0 满足 


A |< ICI < Akl v€ e TvM. 
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引 理 7.2.1 存在 常数 5 > 0, K > 0 和 万 > 0 使 得 对 任意 0 <5<5 以 及 f 在 V 内 
的 任意 5 伪 轨 w = (z0, 21, ,zn), WHR Ke97^6 入 万 则 存在 一 个 点 儿 满足 


d(fiy”, zi) < AKe'"5, 0 < <n. 


证 明 dO < z <1 AK > 048848 


|> 


ie se" amie se j^ — et). (7.2.2) 


选取 数 5 > 0 和 万 > 0 使 得 对 任意 的 z, y € V (d(fz,y) < Š) ,映射 
F(z,y,-) :一 expy of o exp, : (C € TaM :| < p) + TyM 
具备 形式 
F(z, y; £) = 12162 y)& + F(z, y)é2 + R(z,y,£), 
其 中 ， € =ë + &2 € El e E2, |l] < [2 Fi(z,y) : Ei = Ei, i= 1,2 是 线性 映射 ， 而 且 


|Fi(z, y) e70, Falz, y) < ef, Lipya(R(z, y.) < €. 


& 0 <ó < PLK z, y eV 满足 d(fz,y) <6. 我 们 断言 : 如 果 m := Ke57Yi6 < 
PUB he : Ez(ri) := (€ € Ez : lel < ri) — E2(r) WHA Lipa (h2()) < 1, 则 存在 一 
个 映射 hy : El (rig1) > E2(ri+i) WE Lipy.y(hy(-)) < 1 和 


F(z, y, )Graph(hz) D Graph(h,). (7.2.3) 
事实 上 , 对 每 个 固定 的 mr € El (rii), 定义 一 个 映射 
l: El (ri) t E}, & nd Fi(z, y) [m -m R(z, y, & + hz (&)], 


Kn, : El @ E2 一 E,i = 1,2 是 自然 投影 . 利用 (7.2.2), 可 以 验证 1 是 一 个 从 
El (ri) 到 自身 的 压缩 映射 , 因此 它 具 有 一 个 唯一 的 不 动 点 t(m). 定义 hy : Eri) 一 
E2, 
hy(m) = Fa(z, y)hz(t(m)) + v2 R(z, y, t(m) + hz(t(m))). 

接 下 来 , 注意 到 ||t(m )—t(noə)l| < (979 —8) m-n HERK m, m € Ez (rigs) X 
xt, 以 及 应 用 (7.2.2), 容易 验证 Lipli(iu()) < 1 和 hy(m) < re 对 任意 的 mm € 
El (ri) RA. 映射 io : Ej(ri1) > Ez(rii) 显然 满足 (7.2.3). 这 就 证 明了 上 面 的 
断言 . 

令 0 < ó < 5 以 及 令 w = (20,21,*** ,zn) 是 一 条 f 在 V ARW E Keme < 
万 的 ó 9th. 选取 一 个 映射 hzo : E) (ro) — E2 (ro) 满足 Lipll.| (hz, (:)) « 1. 从 上 面 的 
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断言 知道 存在 映射 pz : El (ri) ^ E2 (ri), 0 < i < nn 使 得 对 任意 的 0 < i < n 一 1 成 


立 : 
F(zi, 2i41,-)Graph(hz,) D Graph(h,,, ,). 
Graph(hz,) XF0 < i < n Ir. Sy” = exp,, £o, W fiy” = exp,, &, 所 以 


d(f*y^,z)) = |&| < All&l < AKe?ió, 0 < i < n. = 


附注 ”应 用 文献 [16] 中 的 引 理 IIL2.1 和 11.2.2, 再 经 过 简单 的 计算 知 , Yee 
够 小 时 , 对 在 引 理 7.2.1 的 证 明 中 出 现 的 hs Al hy, 存在 一 个 常数 Lo 满足 , USE h, 的 
导数 D.h, 是 Lipschitz 的 , WJ D.h, 也 是 Lipschitz 的 , 而 且 


Lipi. (D-hy) < e7O*-9?Lipy.i(D.hz) + Lo. 


因此 对 于 w = (zo0, z1,… , Za) PLETE ha, 0 < í < n, 对 每 个 0 < i < n, 


i—1 
Lip|.I(D.h..) <e O° 9P'Lipy(D-h4) + 5 e Oe *Lg 
k=0 


<e~ Oo SY Lipy. (D. hz) + 1 : 


pape 06-6 Lt 


为 了 在 证 明定 理 7.1.1 的 过 程 中 对 A 的 一 个 固定 邻 域内 的 点 z 估 计 P(n, z, T), 
需要 在 人 的 这 个 邻 域内 构造 局 部 中 心 一 稳定 流 形 和 局 部 不 稳定 流 形 ， 这 将 会 在 
下 个 引 理 中 完成 . 在 一 致 双 曲 吸引 子 的 情形 , 只 需要 对 A 内 的 点 构造 03]. 

引 理 7.2.2 给 定 小 的 Y > 0 和 足够 小 的 5 > 0, 特别 地 , 0 < ó < min{fey 一 
1, Vexo-67 — 1}, 存在 A 的 闭 邻 域 W = N; s, N. (V DNDN, fN c N AZ fN. C 
Ni), 一 个 实数 上 > 0, 一 族 连续 的 dim E #& C1 KAMA {Wo (zr) ew 和 一 族 连 续 
的 dim E" 维 C2 KAMA {WY (2)} en 使 得 对 z € N 下 面 的 事实 成 立 : 

(1) (i) T,Wz*(z) = Eg? Vy € ee(z)i 

(ii) We*(a) = exp, Graph(h2^), EP ho? : (€ € E2:|£| < k} — E13 —^- Ci sk 
At, BR Ihre < ó; 

(iii) /W2(z) C WS (fr), 其 中 0<9< 工 是 一 个 常数 , 而 且 


W (z) = exp, Graph(h7*| (eegz:«5)), V0 < p < k; 
(iv) 对 于 y € W£*(z), wR f*y € B(f*z, Ots), VO < k < n — 1, WJ 
d(f*y, f*z) < Ə[( + 8)eP]*d(y,z), 0 < k < n, 


其 中 日 > 0 是 一 个 常数 . 
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(2) (i) WY (az) = exp, Graph(hz), XP hu : (£ € El: || < K) > E2$ — 
个 C2 BRAT, MR hejo: < ÆSA |h: < BOX ACRARG 3 ce NN 的 常数 B > 
0 成立; ` 

(ii) 如 果 z e fN, WJ 

fWz(f^z) D Wz(z); 


kR r, f lz... f nz EN, 则 对 任意 的 y € Wx (z), 
d(f ky, f Ez) < Ae *Po-5Dd(y,z), 0 < k <m; 


(3) 对 ze M, Wz(z) CN, Wz*(z) C N, U;ewx tay Wz*(2) f U;ewss (2) We (z) 
包含 了 z 的 一 个 邻 域 . 

引 理 7.2.21) A Bo 的 局 部 唯一 可 积 性 得 到 . {Wx(z)}zen 的 存在 性 可 以 由 
X RR [11] 中 的 Hadamard-Perron 定理 的 一 个 局 部 版 本 得 到 , 引 理 7.2.2(2) 中 关 
于 {fW*(z)}zew 的 结果 来 自 于 文献 [3]. 

引 理 7.2.3 ”存在 一 个 常数 C > 0 满足 对 任意 的 my € N, 只 要 fiy e Wx(fiz), 
O<i<n eR ` 
<20 

du) ` 

HP mly) = T(y)I (fy): Iy), J(y) = det(Dy fler), Ep X Wz(z) By & 
处 的 切 空 间 . 

证 明 由 引 理 7.2.2(2), 


In{z) 
In(y) 


get < Ó, 


E 
log < 》 |log 7(fix) — log 7(f*y)| 
=0 
n—1 
< Y^ Bid(f'a, f'y) 
i=0 
n-1i 
< b Boe Oo-57(n-9q( fn. fy), 
i=0 
对 常数 B1, Bo > 0 成 立 . 引 理 现 在 易 得 . D 
Xfce N #ll0 < z < x, W(x) = exp, Graph(AZ|ceegi4e|ce]). 在 文献 [13] 中 
的 命题 11.3.10 可 以 被 推广 过 来 , 即 
引 理 7.2.4 存在 常数 C > 0,0 <5E<k,0<P<k 满 足 , 如 果 z, yc Ni,0 < 
ESE, <p SPN 1RRZWY (z) NFWS (y) 由 点 (ze) 组 成 , 则 


S(O, (7.2.4) 
k 


KP v" = dim W*(z). 
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证 明 ”证 明 采 用 与 文献 [13] 中 的 证 明 相似 的 办 法 . 但 是 , 由 于 情形 有 所 不 同 ( 特 
别 地 , 圆 盘 族 {W*(z)}zen 可 能 并 不 唯一 ), 这 里 简 述 这 个 证 明 以 省 掉 琐 碎 的 细节 . 
A> 名 ,es 分 别 是 Wr(z) 和 Wes(z) 在 ze 六 处 的 切 空间 , 则 TwM = Ë" e Ê“ fg 
成 了 一 个 Tf 不 变 的 连续 分 解 。 Ye BiB), 对 任意 的 zx € M 以 及 任意 的 zx € 
W2(z), A Wz'(z) = exp, Graph(J2), FEP Jy J&—4- Ez rh B) poss] Ec» t c? p 
射 并 满足 J 有 小 的 Lipschitz WAUA D.J! 的 Lipschitz WALA L Jx. WE BL, 存 
在 0 < p < KEEN z € N, 和 任意 的 z e W£° (z), Wz*(z) = exp, Graph(J£*), 
其 中 Js? 是 一 个 从 es 中 的 区 域 到 EY 的 Lipschitz WAL 1/89 C! BL. 4 z, y € 
Ni, n > 1HB WE (a) Y f "W° (y) = (zk]kex. 应 用 与 引 理 7.2.1 证 明 中 相 类 似 
的 论述 及 与 附录 和 引 理 7.2.3 相 类 似 的 结果 知 , £^ WE (z) 必然 包含 dim Fu 维 的 无 交 
Fr (piece) Wynz,,k € K, 并 满足 每 片上 的 子 流 形 所 诱导 的 Lebesgue 测度 比 某 个 常 
# LK, 这 表明 对 任意 的 k e K, 


Leb( f~"W nz, ) Tn (zk) 2 L Const. 


Xİ k e KFI, 得 到 (7.2.4). D 
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下 面 证 明 一 些 关 于 Markov 链 的 有 用 的 结论 . 本 节 的 内 容 和 思想 主要 来 自 于 文 
献 [13], 由 于 现在 的 系统 已 经 不 是 一 致 双 曲 , 很 多 地 方 做 了 必要 的 改动 . 

4 8 = 5y,u = dim M. 4 K > 1 AWE K-22 > 1 的 常数 . 由 假设 和 文献 [13， 
引 理 IL1.1], 有 

引 理 7.3.1 4n-[-Kloge] - 1/4 6 = sl-68. 当 上 足够 小 时 , 有 


|P*(n,z,T) — P£(d(f XF, X1) < ôl =0,1, ,n — 1, XE € T)| < exp(-e-6/2) 
(7.3.1) 
对 任意 ze UA 以 及 任意 Borel HST C UA RE. 
证 明 RF (7.3.1) 的 左边 小 于 


n—l 
> Pe{dist(f Xf, X41) > 6,i=0,1,---,n—-1, XE e T) 
i=0 
n—2 


<J Pe{dist(f XE, X£,1) > ô, X£ e T) + PE (dist(f X5 4, XE) > à, XE e T). 


i=0 
(A) (B) 


> 


Ai = (dist(fX;, XE i) 26, X; €T) Bi = {dist(f XF, Xf) > ô}, 
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Ci = (X5 €T], 
则 
Pz(Ai) —E(Ezlas(w)|Z5-1) 
=E(1 g; (v) Ez (1o: (w)| 5 —1)) 
=E(1p;(w) Ez (10; (e)| XZ _,)) 
—E(1p;(w)Pz(X5 € T|X7..1)) 
-E(Laz (o) f dins, (dma) 
«Ce ^"m(T ()U4)P(BE), 


(A) <(n — 1)Ce~*m(T (Ta) sup a qs, (z)dm(z) 
. y€Ua 7 UAMBs (fu) 
Cine Pe €, 
(B) <sup a 
V JUAMBs(fy 


_2 — a8 
<Cone~*"e~ * . 


KEAT (A) 和 (B), 再 注意 到 n,5 和 的 关系 , 即 得 到 了 结论 . 口 
为 了 研究 {Xs}nzo 在 f 的 轨道 上 的 作用 , 下 面 的 引 理 考 虑 Markov 链 在 切 
从 TyM 上 的 作用 . 对 任意 ze N,& € TM 以 及 一 个 Borel 集合 严 C Ty; M, 定义 


; q;,(z)dm(z) 


RE(E,W) = 人 eni, 


其 中 
r£ (E n) = erg. ( 


Xin21,z€ N,£ € T.M 以 及 一 个 Borel REV C Tj, M, A 


x 


RE (n,£, V) 
= 人 E d rie maris (mma) je 60-1 mme m dra) 
对 于 任意 ze MURR E, neT,M, 
SE (6,7) = 2» D", (k) + Df^£, 
HP (0,(k) € TM, k=1,2,--.) SEA S UBL A 它们 的 分 布 是 


P(6,(k) e v) = iE rpsa(n)dm p. (n). 
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引 理 7.3.2 4 S:(6,n-1) - C B, E$ (6 n) 是 一 个 基点 为 转移 概率 为 Rna(C，) 
的 Markov 链 . . 
WERA 
P(S2(£, n) € 亚 | ES (&,n ~ 1)) 
=P(e0,(m) + DfZz(£,n — 1) € V| EZ(£,n — 1)) 
=P(e6,(n) T DfG € vj EZ(&n = 1) = I ¢=E¢ (€,n—1) 
(由 于 0,(n) 和 S£ (6, n — 1) 是 相互 独立 的 ) 
=Renz(b, V)| cs (6-1 o 


引 理 7.3.3 给 定 任意 上 EEe T. M 以 及 一 个 Borel 集合 更 CTynzM, 有 
P(Zz(6,n) € V) = Rz (n,&, V). 


证 明 由 Chapman-Kolmogorov 7j f£, 结论 是 显然 的 . 口 

&TyM = Ê" @ 是 在 证 明 引 理 7.2.4 中 引入 的 Tf 不 变 的 分 解 . 

引 理 7.3.4 对 于 任意 的 5 € T,M,n > 1 以 及 Borel REVS c E,W c 
É. (1) = (€ € Pv. Ell < 1}, 存在 常数 C > 0 使 得 


Rs(n,é, Y + V") < Ce" ming (VY) T(z) 1(z), 


其 中 wv 是 Es 的 维 数 . 
证 明 定义 pe(n) = > Df -*8*(k + 1), Wl 
Rz(n,£, V” + pu) «P(Sz(£,n)e€ V^ + Du) (由 引 理 7.3.3) 
<PleDf™ (62 (n) + 02(1)) + Dfn£" e w") 
=P($z(n) + 6201) +£ "Df" ee 1 Df (^7Dy") 
ae P(#; (n) € dn) 


M J Sefe (¢ —n—5  Df£")dm5, (c). 
(由 于 93 (n) 和 OM (1) 是 相互 独立 的 ) 
再 注意 到 
P(82(1) e pu) <P(0_(1) € V" + Ê“) 
= Í... [ris m m)gmi=(m)am (m) 


73 Markov 半 和 群 的 动力 学 235 


= [ CL rre nami e) arn) 


< f _ Ce olm dme (n; dm, (m) 
wu Ecs 
(由 假设 (c) 知 ) 
<Cm*, (v), 


因此 RE (n, £, pes + pu) < Cm4, (e 1 Df DW"), 结论 得 证 . D 
M n > [— K loge] + 1 BT, 有 


sup(|£l: € € e! Df- "7? É"(1)) < 1, 


Herp É«(1) = (Ce EX: [Cl] <1}, 0 «e « 1. 
引 理 7.3.5 ALFKC>0,6>0 (THRMT y) 和 E > 0 使 得 对 任意 ze N, 
€€ T,M,0«e«& n > [-K loge] + 1, Borel RW" c EY, (1), V* CEB,, 有 
Rg (n, £, V" + Br) < Ce" mp. (V) Js (z) ele e 7, 
Job" X Es dX, c^ H £ = gu +E c Es o Eco 所 定义 . 
证 明 通过 引 理 7.3.4 的 证 明知 


PO ey) < Í r3. (m)dmy. m). 


FOP r$. (n) = A rgz (m + n2)dm5t (n). 由 É" RI ÊC 的 一 致 横 截 性 以 及 假设 (c)， 
有 
ry (m) < C1 exp(—o1lInll) (7.3.2) 


对 常数 xi, CY > 0 成 立 . 
接 下 来 证 明 
Eexp(oi||¢z(n)|l) < C2 (7.3.3) 


对 某 个 常数 C2 > 0 成 立 . $ à = Ao — 37, W 


n=l 
llé(n)]l < Y e >:E||0Z(k + 1)ll, 


k=1 


n—1 
E exp(oillóz(n)|) SE exp (a (= e EOE (k + D) 
k=1 
n—1 
«E [| exe(r1e 7" ||02(k + 1D 
k=1 
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n—1 

< [I £exe(eie^^*llez( + DI) 
k=1 
n—1 

< II E exp(o2e ^* ||8. (k + D 
k=1 


n—1 
= [I f Cexr(ore™* Ic) exoC-olclim pe (O) 
k=1 


n—l 
SII oil. oe 
Hí Ic <e3 31k lico eds 
n-—1 
kal 
+ f - exp((z2e ^ ^* 一 alcDlicI 4m «s. 
lici e3 s 


这 就 证 明了 (7.3.3). 
由 契 比 雪夫 不 等 式 和 (7.3.3) 得 到 
P(lét()l > a-IDfe"l) < Czexp (-z:Dfe*l)-. (7.3.4) 
注意 到 已 经 选取 好 天 以 保证 
sup{|lél]; € € €"! Df YW} < 1, 
Mn > [-K loge] +1 Re > 0 足够 小 时 成 立 . 因此 , 如 果 C e e Df 07Dw" VJ 
X |n] < IDEI, 则 由 (7.3.2), 
rh =n- E7 DIE") < Cr exp (-ZIIDSerll) - (7.3.5) 
AEn o 
R£(n,6,W** + WV") «P(zt(£,n)e w^ +O") (由 引 理 7.3.3) 
«P(eD f^^! (62 (n) + 62(1)) + Df^£" € w") 
-P($z(n) + 02(1) +e DFE" ee ! Df 7D") 
- u> u —mn-e7l u u 
= la P(ittn)edn) f sg Male DE am (6 


(HAF dz (n) 062 (1) 是 相互 独立 的 ) 


= [Pe ean {+ f Pes eam f, 


其 中 4= (n; Inl > EIDE} HA (7.3.2), (7.3.4) 和 (7.3.5), 这 就 完成 了 引 理 的 
证 明 . 口 
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7.4 部 分 双 曲 动力 系统 的 SRB 测度 


Ay > OH 30c(K + 1) 57 < a (0 < a < 1 在 假设 中 引入 ), & 8 = 5y, 
be 一 el n, = [-K loge] + 1. XF Z E A, $ Rznp = Uyews() Wa (是 一 个 矩 
形 . 这 一 小 节 的 主要 结果 是 下 面 的 定理 7.4.1, 通过 它 完成 定理 7.1.1 的 证 明 . 它 与 
文献 [13, 定理 11.4.1] 类 似 , 我 们 将 通过 沿 着 文献 [13, 定理 II.4.1] 的 证 明 路 线 来 完成 
它 的 证 明 . 由 于 现在 的 系统 是 非 一 致 双 曲 系统 , 因此 会 在 一 些 地 方 做 必要 的 调整 . 

定理 7.4.1 采取 与 定理 7.1.1 相同 的 假设 . Sy, 6 > 0 是 {Xsjn>o 的 一 系列 平 
稳 测 度 ,e > 0, 则 存在 正常 数 m0, po, Co 满足 对 任意 的 矩形 R; aoo (z € A, 0 < n < m, 
0 « p € po) AR (us) >o 的 任 一 极限 点 4( 当 e 一 0 时 ), 有 


A(Rzn,p) < Com" (W; (z)), (7.4.1) 


其 中 mv 是 在 不 稳定 流 形 上 诱导 的 Lebesgue 测度 . 

证 明 由 于 {js}ewo 的 任 一 极限 点 jw ( 当 e — OW) ZE: f : UA — UA 的 不 变 测度 
以 及 门 。>o f Ua = A, 的 支 集 一 定 在 A 上 . 

由 于 假设 :是 Lipschitz 连续 和 局 部 可 积 的 , 对 于 任意 的 ze A 以 及 任 
意 的 hi : E?(p) 一 Es*(p) (Lip(hi) < 5, i = 1,2), exp; Graph(hi) (i = 1,2) 沿 着 叶 
H (W° (u)lyewp (a 的 poincaré 映射 是 Lipschitz 连续 的 . 

40«n«3ipEJR0«cp«ip 令 z EA 以 及 E = Wyz). 注意 到 We 圆 盘 对 
+E c A 内 的 点 是 唯一 的 , 所 以 对 于 某 个 e > 0, 由 Besicovitch 覆盖 定理 ne, 可 以 
选取 vi € E, 1 < i < ke (48 


ke ke t 
E c U Wë (i), 3 m" (Wł (v:)) < c(v*)m"(E), (7.4.2) 


i=1 i=l 


其 中 c(v*) 是 一 个 仅 依 赖 于 维 数 v* = dim E" 的 常数 . 
令 ze Ni. 对 于 Borel RAT CM, > 


Ti(6,n, 72,T) = Pz(d(fXf,Xp,1) «6,120, --,n—-1; XE er). 
由 引 理 7.3.1, 
PE (ne, £, Rz,n,p) KI] (ôe, ne, £, Rz,n,p) t exp(—e7 2) 


ke 
< Mi (5e, ne, 2, Wz* (E) + exp( 67$), 


i=1 
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SoH E, = Wx(ui) AR Wes (E,) = Uer, WEU). 令 w = (zi; pa) BAN 
Æ yn, € Wz*(E;) 的 5e Py. 由 引 理 7.2.1, FHE y^ (818. 

d(f'y",u) < AKPS OLS ne, 
其 中 yo = z. 由 之 前 关于 天 和 8 的 假设 , 有 

d(fly”,y) SEEE, 0 和 1 < ne, (7.4.3) 
X e Bye. 由 此 导出 


y" € U WZske(y). 
vyEW™ ako (z) 


€ 


对 于 某 个 r' € WA ako (z), Ry” € WS aks(z'). 由 引 理 7.2.2(1) (iv), 
d(f'z', f'y”) < 243 911 e1-3K8 < set 565, (7.4.4) 
对 0 < 1 < ne 成 立 , 4e Bat. 设 
Wzi-sxe(z) (] f W° (ui) = (za) 


4 zi, € {zj} 是 这 样 的 点 : 在 点 {fzij} "P, 沿 着 WY ues (7) 最 接近 f"mz' 的 
RFE f tijs HF d(f^*2' ys.) S d( fra’, fey”) +d( fry”, ys.) < el “SKF, Ay fren’ 
€ Upewe srs (une) Wei-exe (y). MEH We 叶片 上 的 Poincaré 映射 的 Lypschitz 连续 


性 , 有 


fa Jag.) < Cie! " KP, 
对 某 个 常数 Cl > 0 成 立 , 而 且 由 引 理 7.2.2(2) (ii) . 3X (7.4.3) 和 (7.4.4), 
d(fiz n) «e! KB, 0 < [< ne, 
当 e 足 够 小 时 . 因此 


Ij (be, ne z, W;* (Ei) < 》 I5 (8! 79, ne, 2, Zij, WS (Es), 
j 


其 中 


1; (ó, n,2c, 2,T) 
=P {d( Xf, f'z) <6, 0<l <n, XE €T) 


= dis qfz (V1)gFy (Y2) -- ag, (Yn)dm(y1)---dm(yn), 
Bs(fz) hen Bs(frz)r 7^ ju, (U2) 7 dhyn (Yn) dm (un 
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Bs(f'z) 是 圆心 在 f'z 半 径 为 5 的 球 . 
由 假设 (b), 


Is(e!l™ ?KB ne, T, zi, Woe’ (Ei)) 


no MN 1 
Ui-kg(fzi;) U,1-7k8(f"*7!zi5) JU i-7g8 ("E zij) NWE (Ei) 
N 1 o za 1 E 
X € rz G expe; n) € "Tfy, (: expyy, v) 
= 1 E 
sera (FOP, Ure) dmn) dmn.) (7.4.5) 


容易 验证 , 存在 一 个 常数 Ko > 0, 使 得 如 果 dist(jfy i, firi) < e1-7*8 1 = 1,---, 
Tie, 则 
lexpyis,, Yt = Dfexpyii,,, yi-1 一 7 fy, i f! n. XP py. VI < Koc? EP, (7.4.6) 


其 中 oy EA T, M B] T, M 的 平行 移动 
4 m = expr, yi, 则 由 假设 (c), 有 


1 = 1 _ 
Tfui-i (Ferian) KT figi (i 一 Dfn-s)) 4 gl-16K8 
Prin 
+ Xe (yr fya (Sez) a (7.4.7) 


H OF = (y; lexp;l | € OV, (ei-19K8)), xr RRA MATER. 
由 于 指数 映射 exp, AEM T, M 的 零点 的 一 个 小 邻 域 到 M E y 的 某 个 邻 域 的 微 
分 同 胚 , 而 且 在 TM 的 零点 处 的 Jacobi 矩阵 恰 是 单位 矩阵 , 因此 


m(dyi) 
Tr; (d expy; yi) 


对 某 个 常数 C。 > 0 成 立 , FLA m) fV T,M 上 的 Riemann 体积 . H (7.4.8) UR 
假设 (c) (ii), 有 


1 — Codist(yi, y2) < < 1 + Codist(yi, y2) (7.4.8) 


J ET fya (Z EXP y, n) dm(yi) < 2C56!16K8, (7.4.9) 
OFNU 1-7KB E 
现在 考虑 更 e = exp pace, (Wz* (E) NU prez (€ 7 5), 我 们 断言 

V, C E$*, (1) + Bynes,, (C36), (7.4.10) 


对 某 个 常数 Ca > 0 成 立 , HP Ez... (1) = {E € EW... lel < 1). BSCE, 


Vi C Ef... (1). HT W°°(:) fü E 从 是 Hilder 连续 的 Re, 因此 对 任意 的 上 7 € 
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exp WS exs (Y2), ARIER Myr, yo € Uya. Í (6! 5K9), E-n Al Ej 的 夹 角 的 阶 数 
是 er(1-8K6) 其 中 r > 0 是 Holder 指数 . 因此 


IE! — 9"|| < Ke 78 AA+), (7.4.11) 


对 某 个 常数 Ki > 0 成 立 . 选取 6 > 0 足够 小 使 得 (1 一 8KB)(1 二 +o) > 1. 由 (7.4.11) 
和 事实 | 
V. C expp Í (WE (E,)), Wp (Ei) D Wë (ui) 
即 完 成 断言 的 证 明 . 
Ka le’ &m"(E;) < Kom }neg(Efne(Cie)) < Kae” < Kèm” (Ei); 
K3 1e" 077TKB) < n (Ua oko (y)) < Koc" 177K9), (7.4.12) 
结合 (7.4.5), (7.4.7), (7.4.10), (7.4.12), (7.4.9) 和 (7.4.8), 做 代 换 上 = expzlz 
All m = EXP is, yi, 就 有 
I$(e!^*K8, n, T, Tij, W;*(E;)) 


«(1 + €%)(1 + Cae! 77 K8)n« r$ (e1 "Kh, ne, E, Tij, We) 


NS y; I (el 19K8)r II sup ete 
O&r&n. 1«k&r, lila, «t, VET ple ni, (17 7&9) 
lk+1 
k+l 一 lk > 1,9, f yt 


Liz, Tp nis (el-7K))), (7.4.13) 
其 中 | 


IG, 625,9) = | -f 
Tfzij (ó) T 


f 
... Tx zi (nk-1 , Mk) dm fri; (m) LEE dm s. (nk) 


AK Tr (P) = (£ € Tr M; lel < o). 当代 换 (7.4.7) 的 第 一 项 时 , TE (7.4.13) 的 右 
边 出 现 第 一 个 rs 积分 式 子 ; 当代 换 (7.4.7) 的 剩余 两 项 时 , 在 (7.4.13) 的 右边 出 现 复 
杂项 (ly, k = 1,… ,7 恰恰 是 进行 代 换 的 位 置 ). 这 样 就 成 功 地 把 (7.4.5) 的 在 M 上 
的 积分 替换 成 切 从 上 的 积分 , 现在 可 以 应 用 上 一 节 关 于 概率 的 引 理 了 . 

注意 到 


Rev) f "s Jf remorum 


f^-lg 


1 Tfa z (n1; )dmgs(m)::: dmgesz (na). 


(8) J Tey (€, m)r$e,; (m , 72) 
k-lzij 


因此 
Ts (é, k, €, Tij; V)«x R; (k, £, V). 
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由 引 理 7.3.5, 


ne ai Ne, €, Tij, V.) 
XCe ^" my... (UE) Ine—1 (aig) | exp(-8l£" le) 
«Ce Mine Tij (Era. Zij (Ci £))Jn. 一 1 (24)! exp( 一 5 ijg” lle?) (由 (7.4.12)) 
«Cue m" (Bi) Jn (zo) 1 exp( le" lle") (7.4.14) 
类 似 地 


sup I$(c-* K8,1,,4 — ly — 1,7, fau Tyrie, (e!-7*B)) 
NET keto (e1-7K8) 


«Og er 1-7KBv*-16K8-TKBv) F (zj) ` (7.4.15) 


对 常数 Ca, Cs > 0 成 立 . 
由 (7.4.13), (7.4.14) 和 (7.4.15), 有 
Iz (et 7&8, Ne, T, Tij, W (Ei)) 
<(1 + e?)"* (1 + Cze! TE Py [Cae m" (Ej) Ine (zi)! exp(—28||£"||e7*) 
+ dh: (zi)! »» Cg? ef O- TE Pe’ K B —TICÓN)) ` 


IKTn 
SCi Jne (zi) e^" m"(E;)lexp(—2|l£"]le*) + €8792»K9)J, (7.4.16) 
对 某 个 常数 Ce > 0 成 立 . 


4 Gp - WEG) Wi 5 G(1,2, |E-axp] 十 1) 对 于 每 个 选取 人， 
Exp, € ELE RES WE, = exp, Graph(ht|{eegi:le_trwl<e}) 就 有 


Pk 

&CUW& pr < Crk", 

p=1 
其 中 Cz > 0 是 一 个 常数 . 由 引 理 7.2.4, 对 于 任何 固定 的 i,k, p, 有 
> Tz) ! < Ce 

zijEWE, 
4 &; = expz! zi. WF zij € We, SERA esl > Lhe 对 某 个 常数 > 0 成 立 . Br 
以 
P*(n,, £, Rs,n,p) 


ke 
< >` >` I; (ei? KP, Ne, T, Tij, WP? (Ei)) "F exp(—e- f) 


i=l j 
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ke 
< > y` >` Ce Ja, (zij) ^e" m" (Ex)|exp(—8 £s lle) 
i=1 k,p z; € Wg, 
j: el 320K 6) + exp(—e~*) 
ke 
< D >` CeCm"(E;)[exp(—akL) + pne] + exp(—z f) 
i=1 k,p 
ke 
<)> > Cem" (E;)|Czk" ^! exp(—akL) + Czk"" le! —320KB) + exp(—e~ 5) 
i=l k 
ke 
< ` CeCrCm"(E;) Ë k"" exp(—GkL) + 2°" g1-329K8-3»" KB | | eyp( £78) 
i=1 k 
SCsm"(E) + exp(-e~4), 
对 某 个 常数 Cs > 0 成 立 . 由 此 可 以 导出 


p^ (Rs,n,p) = J: P* (ne, T, Rz,5,5)du* (z) 十 LH (Un \ N) 
<Cgm"(E) + exp(-&75) + u° (Ua V N) 
—Cgm" (E) + O(e). 
最 后 , 对 于 集合 Ex = We, G) 依然 成 立 : 
MS (Rs 二 pH ) < Cgm" (Ex) + O(e), (7.4.17) 
只 要 k 充 分 大 . 
如 果 存 在 一 个 子 序列 e 一 0, 满足 ue — u (BOM ei — 0 时 , 则 
A(Rzn,p) S u(nf Rz n+ł,p+4) S jim u“ (inf Rent} +4) < Csm“ (Ex). 
4 k 0, 
u(Re,np) < Cam" (E). D 


定理 7.1.1 的 证 明 对 于 z € A, £ B(z,ó) = (y € M : d(y,z) < 0) EL 
B,(z,ó) = (y € M : d(f'y, fiz) < 6, 0 < 1 < n — 1). 346 > 0 充分 小 时 有 
B(z,ó) C W£S(Wrs(z)) 对 于 任意 的 z € A 以 及 某 个 常数 L > 0 成 立 . 从 局 部 We 和 
局 部 W* 流 形 的 不 变性 可 知 , WR y € Bn(z,6), Wy e WS (站 £7 Wes), E 
此 
n=l 
Iu (Bs (z,5)) < Cam" ( (1 f wis) ) I 


t=0 
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把 这 个 式 子 和 定理 7.4.1、 引 理 7.2.3 结合 起 来 就 有 
HA(Bn(z,5)) < CoJn(z) ^, 
对 某 个 常数 Ce > 0 成 立 . 因此 , 对 于 任意 的 ze A, 
lim sup — = log u(Bn (x, ô)) > lim sup = log Jn(z). 


由 Brin-Katok JARRIS 外 即 可 得 出 


hu(f) > J x(z)du(z). 
结合 这 个 式 子 和 Ruelle 不 等 式 得 , pH Pesin WAR. 由 于 对 /存在 几乎 处 处 为 
正 的 Lyapunov 指数 , u 是 一 个 SRB WE. . n 
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第 8 章 ”无界 区 域 上 的 双 曲 动力 系统 的 随机 稳定 性 


8.1 3) EF 


这 一 章 研究 由 作用 在 实 轴 上 的 仿 射 压缩 变换 和 作用 在 圆周 S! = R/Z 上 的 “和 角 
乘积 ”变换 的 斜 积 所 生成 的 动力 系统 : 


T:SlxR—S xR,  T(z,y)- (lz, ày + f(z)), 


其 中 ! > 2 是 一 个 整数 , 0 < A < 1J&— Sal f 是 一 个 作用 在 S! 上 的 Cr 函数 
(r > 3). 文献 [2,12] 证 明了 , 如 果 工 是 局 部 体积 扩张 的 , 即 X > 1, 则 对 于 Cr 通 有 
的 f, 存在 一 个 相对 于 Lebesgue 测度 绝对 连续 的 SRB WEE. 而 且 当 Xi+2s! > 1(0 < 
s < r — 2)Bf, 对 于 Cr 通 有 的 这 个 SRB 测度 的 密度 也 具备 一 定 程度 的 正则 性 . 这 
里 , 映射 的 不 变 测 度 j 叫做 SRB 测度 当 且 仅 当 对 Lebesgue 几乎 所 有 的 点 (z, y) € 
S! x R, 下 式 以 弱 收 敛 的 意义 成 立 : L Y eo Teeny) > B. 

本 章 研究 对 一 类 横 截 的 宽 螺 旋 管 吸引 子 施加 随机 扰动 ( 横 截 的 类 似 定义 
由 Tsujii 21 最 早 引 入 , 也 可 参照 定义 8.2.1). 事实 上 , 这 种 横 截 性 条 件 对 Cr 通 
有 的 /都 成 立 . 进一步 , 当 应 用 确定 系统 和 扰动 后 的 系统 的 转移 算 子 的 谱 性 
质 时 , 就 会 得 到 关于 不 变 密度 以 及 混合 率 的 随机 稳定 性 结果 . 

考虑 如 下 的 关于 了 的 随机 扰动 . 给 定 s > 0, & v. 是 一 个 作用 在 [-e,e] x [ee] 
上 的 概率 测度 , 它 的 密度 是 be(b = 0:(00,£0). 对 于 t= (00,00) c R2, 定义 


(T-0t):S' xR—S'xR, (x,y) (Iz - t, Ay + F(x) + t0). 
H 7,,, 指 代 由 下 面 的 复合 映射 所 生成 的 动力 系统 : 
T? =(T +tn)o(T+tp-1)0---0o(T +t), 020, 


其 中 = (t1, tn, +) € (R?)N 是 根据 ww.N 随 机 选取 的 , 或 者 等 价 地 , th, k = 
1,2,… 根 据 v 独立 随机 地 选取 . 
每 个 五。 诱导 了 一 个 Markov $ {Xs}n>o, 它 的 转移 概率 P*(z,-), c € S1 x R JE: 
由 
P*(z, E) = ve{t € R? : (T + t)(z) € E) 


对 任意 可 测 的 EC S! x RAMA. 
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一 个 51xRR 上 的 概率 测度 ye MI Ty, 的 不 变 测度 , 或 者 等 价 地 , 叫做 (X) so 的 
平稳 测度 , 如 果 
jJ P*(z, E)dp,(z) = n< (E), 


对 任意 可 测 的 巨 C Sl x REZ. 

定理 8.1.1 当 1 和 入 满足 和 12s1 > 1(0 < s <7r 一 2) 以 及 所 考虑 的 确定 系统 是 
JU, A ATi, 则 对 充分 小 的 e, REM Hy, 存在 而 有 全 相对 于 Lebesgue 测度 绝 
对 连续 . 进一步 地 , we 的 密度 包含 在 Sobelev "EIE W*(S! x R) 中 . 

所 谓 工 的 转移 算 子 C : LS! x R) > L1(S1 x R) E&H 


£h()- x. Y. ho) 
yeT-(z) 
定义 的 
随机 转移 算 子 Ce : [1(51 x R) — L'(S x R) 按照 下 面 的 方式 定义 ， 


Leh(z) = J Lrath(2)0-(t)dt. 


定理 8.1.2 当 1 和 入 满足 lt231 > 1(1/2 < s < r 2) 以 及 所 考虑 的 确定 系统 
是 横 截 系统 的 时 候 , 则 对 充分 小 的 E, 转移 算 子 Ce 连续 作用 在 一 个 包含 在 Ws(S1 x 
R) 内 的 Banach 空间 8 上, 其 本 质谱 半径 不 大 于 (YY 将 在 推论 8.4.2 PAZ). 特别 
地 , Ce 有 一 个 谱 距 ,其 决定 相关 系数 以 指数 速度 衰退 . 

接 下 来 考虑 混合 率 的 收敛 问题 . TE ro RAE (T, wo) KF (B, || - ||) 中 的 函数 的 相 
关系 数 的 衰退 率 , WR ro 是 满足 下 面 式 子 的 最 小 实数 : 对 r > mm 和 每 对 加 wm € B, 
存在 C = C(r, lloll, |||) 使 得 


esas — f dduo f vno 


RL. 衰退 率 在 很 多 文献 里 也 称 为 是 混合 率 . `M 7 > esssp(L) 时 , #K +o WII SEE 
率 


«CT", Ynzl 


对 于 马 氏 链 (X*, pe), S Ps(z,-) 是 它 的 n 步 转移 概率 . 把 元 叫做 (Xe,pe) 关 于 
(B, || - l) 中 的 函数 的 相关 系数 的 衰退 率 (混合 率 ), 如 果 7 是 满足 下 面 式 子 的 最 小 实 
数 : 对 7 > re MEXT G, Y E B, FEC = C(r, | 直人 使 得 


I/ (/ dW) Pr dy) ) - v(z)due(a) 一 [date f o. 


R. 
XEXES.1.3 当 !1 和 入 满足 lf+2e1 > 1(1/2 < s < r — 2) 以 及 所 考虑 的 确定 系统 
是 模 截 的 时 候 . A uo = podm 是 人 的 绝对 连续 的 不 变 测 度 . pe 是 定理 8.1.1 得 到 的 


<Cr", Vnzl 
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KREME, 密度 是 pe. 对 0 < p < r — 2, 动力 系统 (T, po) Æ X° 扰动 下 是 强 随 机 稳 
的 : |o; — poll] + 0 3 — 0 (l - | 在 8.8 节 中 引进 ), m E, 3 +o 3 3: 3 4É 3 
BI, 它 还 是 健壮 的 , PP Te — 7035 £ — 0. 
下 面 以 如 下 的 方式 展开 证 明 .8.2 节 为 了 考虑 了 以 及 扰动 后 的 映射 到 的 横 截 
性 条 件 , 引入 了 一 系列 定义 . 定义 的 引入 采用 了 和 文献 [2] 几乎 一 致 的 方式 ， 了 的 
横 截 性 条 件 已 经 在 文献 [2] 中 被 证 明 是 通 有 的 , 这 也 足以 说 明 当 让 足够 小 时 扰动 映 
射 二 是 横 截 的 .8.3 节 仿 照 文献 [2,5], 对 于 作用 在 S! x 及 上 的 Cr 函数 , 引入 预 范 
Ži- 然后 , 证 明 两 个 反映 范 数 全 .已 和 Sobolev YER || - [lw 之 间 关 系 的 Lasota- 
Yorke 类 不 等 式 . 最 后 , 在 8.4 节 , 建立 空间 紧 性 引 理 、 随 机 扰动 引 理 和 最 理想 形式 
的 Lasota-Yorke 类 不 等 式 , 从 而 完成 定理 8.1.1、 定 理 8.1.2 和 定理 8.1.3 的 证 明 . 


82 初始 设 定 


从 现在 开始 ,固定 满足 条 件 入 +231 > 1 的 一 个 整数 1 > 2 以 及 实数 0 < 入 < 
1#Il0<s<r-2. $ K> jfllcr := max sup | 其 f(a)| 其 中 f 选 自 一 个 横 截 系统 . 


0<x<r 
固定 ao = «/(1 — A) $ D = S! x [-oo, eo], WA (T + t)(D) cD 当 t 足 够 小 时 . 
SPRE S! 4r — AN K [8] P(k) = [(& — 1)/1,k/l) (1 < k < D 的 分 割 . > 
S! — S! AFE r(x) = Lc E LABRET, Jy] P^ := Vi 77 (P) (n2 1) 由 区 间 


n-1 
P(a) = [] T (P(an-:)), a= (a4 € A” 
i=0 
构成 , 其 中 .A" 指 代 由 A = {1,2,--- PERF KA n WEI. 
对 于 z e S'flae.A", 存在 唯一 的 点 ye Pla) tE r (y) = 2, 以 后 用 ao(z) 表 
zy. 对 于 a = (a) € A", 区 间 段 P(a) x (0) C S! x REET" FERRE 
数 S(-,a) 的 图 , 函数 S(.,a) 的 定义 为 


S(z, a) := xen ‘(a(z))) = YOA Alloh (z)), 


i=l 


其 中 [a]; = (a)).1. 对 于 一 个 无 穷 长 度 的 字 a = (ai) 22, € AM, 定义 
S(z,a) = lim S(z, [ali) = Y X7 F(fali(z)). 
$=1 
WT—MEEA mF e, + P.(c) BRIA P(c) 和 紧邻 着 它 的 两 个 在 Pm 中 的 


区 间 的 并 . 对 于 给 定 的 一 个 字 a € A" (1 < n < oo) 函数 S(.,a) TERVE P.o) 上 
是 连续 的 , 比方 说 当 0 € 831 恰恰 是 P(e) 端点 的 时 候 . 然而 S(.,a) 在 P(c) 上 的 限制 
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可 以 被 自然 地 延 拓 到 P,(c) 上 成 为 一 个 C” 函数 . 事实 上 , nri: P,(c) 一 51 是 满 
J TS (P(c)) CP(ali) 的 一 的 逆 的 分 支 , 则 S(-, a) 的 延 拓 可 以 如 下 给 出 : 


$62) Pale) >R, Se(z,a) := yo f (rz i (2). 


i=1 


对 于 任意 长 度 (包含 无 限 长 ) 的 字 a, A 


Lupo a)| € oo. 


sup max 
bi m 0<u<r "ds d 


对 于 Co > 2, a,b € 44 以 及 ce 4z, 称 c 和 1 在 c ERR, JE EL iria te b, 如 果 
a 5. a) — ET 中 > Corl 4a 


XT P. (c) 闭 包 上 的 任意 点 z,y 都 成 立 . 


令 


e(q,p) — max max {b € Alla fe b) 以 及 e(q) = jim, e(q, p). 


FEM 8.2.1 称 确定 动力 系统 是 横 规 的 , 如 果 


im a sup ony = 

这 一 章 要 求 选 定 的 确定 动力 系统 对 于 某 个 Co 是 横 截 的 ， 这 是 一 种 从 文献 [2] 
中 提取 出 来 的 非常 自然 的 条 件 , 可 以 证 明 被 Cr 通 有 的 所 满足 . 

id + tO 为 平移 映射 z r(x) - t0 以 及 


tT = (7 4-19) o (7 4-1). (7 4 1(), n 2 1. 


c : (R?)N 5 (R2)N hoft) = o(t1, te,-++ ,tn,…) = (tz,ta,… ,tn,…) 定 义 . 从 现在 
FF aR Ede NIC: |E := max |t;| 是 个 小 量 . 

”相应 于 随机 情形 , + P, 是 把 S! ^ IX IR] P, (k) = [(k 一 1 一 t)/l,(k-t)/D (<k < 

l, t > 0) 的 分 割 . 对 于 fe (een, 分 割 Pr (n € N) 由 区 间 P;(a) ( a = (ai) € 

A”) 构成 ,其 中 Pila) EST OL, B DBAS P(a) BAW r O (p, ). 

Mee S51 以 及 a € An, 存在 唯一 一 的 点 y € Pila) Etre (y) = z, 用 az(z) 来 

指 代 y 对 a = (a), € A”, KEE Pela) x (0) C S! x RR 在 Tr 下 作用 的 像 是 函 
数 S;( a) 的 图 , 函数 S a) 的 定义 由 下 式 给 出 : 


Selz, a) = X AHS TE t (as(2)) 15a) = Y X aliona) +t). 
i=l 


i=1 
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对 于 无 限 长 的 字 a = (a), € AM, 定义 
Si(z, a) = jim Si(z, [a];). 

对 于 一 个 长 度 m B*£ c, 38 P™ 的 每 个 区 间 分 成 两 个 等 长 的 区 间 后 形成 一 个 新 
的 分 割 (Pm")?. 令 P,z(c) 是 区 间 P(c) 和 紧邻 着 它 的 两 个 在 (Pr) 中 的 区 间 的 并 . 
BR, Parlo) C intP.(c). 同样 地 , Mae A" G < n < oo) AŽ Sil, a) 未 必 
1E P, (c) 上 连续 , 比方 说 当 0 € S! Eb P(e) 的 端点 时 . 然而 Sela) TE P (c) 上 的 限制 
可 以 自然 地 延 拓 到 P, z(c) 上 成 为 一 个 Cr 函数 . 实际 上 , Ori 5: Parle) 一 51 是 满 


c,a,t ` 


Fitz! (P(c)) c Pos o (lali) 9 ci. qo SERA 3E, Si(,a) 的 延 拓 由 下 式 给 出 : 
Sara): Paal) >R, Segle, a) := Y 7 (fri) + tha). 
i=1 
对 于 任意 长 度 (包含 无 限 长 ) 的 字 a 以 及 充分 小 的 五 有 


S. (z, a) 


d" 
dz € os 


对 于 abe Aq V c € AP, 称 a 和 6b 在 c 上 依赖 于 tz 模 截 , 如 果 ` 


sup max I" 
TEP. z(c) 0<v<r 


d d _ 
az Pei a) 一 da PUR b| > 2X oo 


对 于 P, (c) 闭 包 上 的 任意 点 TY 都 成 立 . 


令 
ez(q,p) = max maxt(be Arla ¿z b) 以 及 eig) = lim er(q,p). 
注意 由 Soela), Se(-,a), P. (c) AIP. (c) 的 定义 , 可 以 推断 出 
athb=>athzb, Va,be A8, V ce AP. 


当 # 足 够 小 时 , 此 时 ez(q,p) < ela, p) 以 及 ez(q) < ela). 
直到 8.3.2 节 为 止 , 固定 一 个 大 的 整数 g, g 将 会 在 8.4 节 中 确定 . 由 定义 知 , TF 
在 一 个 整数 po > 1 使 得 e(q,p) = e(q)(p > po). 也 固定 一 个 整数 p > po. 


8.3”Lasota-Yorke 不 等 式 


8.3.1 Perron-Frobenius Bf 


令 Cr(D) 是 作用 在 51 x 及 上 的 Cr 函数 构成 的 集合 , 它们 的 支 集 包含 在 DD W. 
为 了 定义 范 数 , 先 定 义 一 个 作用 在 S! x R EB Cr HEAT. Z y : D(y) 一 S! x RE 
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一 个 作用 在 S! x RR 上 的 连续 曲线 ，D(Y) 的 定义 是 一 个 紧 区 间 . 对 于 n > 0 和 ft € 
([—&, €]?)§, 存在 人 "个 曲线 和 %z : D(y) 一 51 x R, 1 < i < Lm, 使 得 Tr o Fir = y, BE 
们 中 的 每 一 个 都 叫做 Y 在 Tr 下 作用 的 逆 象 . 

< T E: Cr HRY: DO) 一 S! x 民 构 成 的 集合 , 它们 满足 : 

e Dy) 的 定义 域 是 一 个 紧 区 间 . 

e 7 可 以 写成 y(t) = (z o q(t), t) 的 形式 . 

e [ÄERD] < c,1 < í < r,s € D(n). 

H r: SiR 一 5S1 是 投影 到 第 一 分 量 的 映射 , ci,1 <i 和 r 是 正常 数 , m T? 的 
双 曲 性 质 知 , 这 些 正常 数 可 以 取 到 . 

进一步 地 , y € T YET? (n > 1) 下 作用 的 逆 像 先 可 以 写成 由 一 个 曲线 入 ET 
和 一 个 Cr 微分 辣 胚 gz : DO) 一 D(5;) MRA Fo gg. TA, 可 以 选取 正常 数 c 使 
得 gz 满足 
Gr | «os, — 当 开 足够 小 时 ， (8.3.1) 


HiPseD(O,1«vserchtxx. 
从 现在 开始 固定 c, ci, 1 < i < r FIT, c; TE 8.3.3 节 确 定 . 
SET PRÉ h € Cr(D) 以 及 一 个 整数 0 < p < r — 1, 定义 


rib = max sup sup f $(032a0h((Dya,, 


e+B<p yer $€Ce*8 (y) 


其 中 max, 表示 对 于 满足 a + 6 < p 的 非 负 整数 对 (a, 3) BORKIA, C^(y) 是 定义 


TER T. C 函数 5 组 成 的 空间 , o WE suppó C int(D(y)) 以 及 gllc。 < 1. 这 是 一 
个 定义 在 Cr(D) 上 的 范 数 , CWE 


lllz: < Cllalld < Cllallt. (8.3.2) 
引 理 8.3.1 存在 一 个 常数 Ao 使 得 
LEIP < Aol?" All} + C(m)lhlll , 1<p<r-4, (8.3.3) 
以 及 
lE? A|$ < Aollhllt, (8.3.4) 
对 于 n > 0, 充分 小 的 e > 0 以 及 hE C'(D) MA. 其 中 C(n) 可 能 依赖 nA 但 不 会 依 
FHA. 
证 明 由 于 


Ce 和) 同和 ee 本 


8.3 Lasota-Yorke 不 等 式 251 


以 及 积分 与 微分 的 可 交换 性 , 考虑 估计 Cnr hilt. 
出 于 符号 简化 的 考虑 , 用 CP 来 代替 Lon. 考虑 满足 1 < p <r-1 和 a+B=p 的 
非 负 整数 p, a I 8, 对 下 式 两 边 做 微分 


LFh(z,y) = xm > h(x’, y^), 


(z',y')€T; "(z,y) 
注意 微分 式 6888 C? h(z, y) 可 以 写成 


"Op h(z*, y) 
P(x, y) = >` Y: Qk a) eee A DE 


(z',y')- T; " (zy) k=0 


020; h(z', y") 
Vi(z,y)— > » A ICÜBNIETTYIETITS 
(zy) T; " (x,y) à **&p-1 
的 和 , 其 中 Qr el) P Qa oel) DIE C 和 Ce+tb 函数 . 
对 于 YY ETUK $ €C(y), 估计 


J smazagceno na = [ etes + | oda (83.5) 


Snn 1 < ¿ < I' EHR y fE Tn TER FR, ICE e T 和 一 个 Cr 微分 同 
Mg :的 复合 他 ^ft 9 git: 则 有 


T S n Senseo) Seu, 


AQ-Fb)n[(1--a)n 


K ó(t)9%;(y(D))dt = 
2 a+b<p—1 
> | $(9;; (s)) -Qao ElT o y o g; ç (s))(g;; ) (s) - 20b h G, 29) MI 


AQ -b)n[(1a)n 
2 PE 


(8.3.6) 


由 于 函数 s 一 ó(g;; (s)) - Quai o yo 9; 7 ()) (977 ) (s) BJ C^** TC t FERE hak 
某 个 依赖 于 mn 的 常数 一 致 控制 , 有 


| Í (wert < C(n)|lalt_., (8.3.7) 


Hp C(n) 可 能 依赖 nw 但 与 hn 和 7 无 关 . 
(8.3.5) 右边 的 第 一 个 积分 化 为 


y, /oo Se oput), 


AQ 8T k)n[(14-a —k)n 


J ó(t)@:(a(t))dt = 


lgigIn k=0 
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2. f (972 (5) : Qui(m o Y o 977 (5) (9,2 ) (8) ` 02 tot a(6)) ， 
=)» f NT Rn ds 
1<i<l” k=0 


暂时 固定 1< í < ", 做 分 部 积分 . 对 于 任何 we CP(DG,2)), 有 
[ Bey S ku D 1 a SE ate) 


ET Em AGER Dn[(ta-kHDn 
COP ER(S; (s) 
- [se ST Me Mei E d5: 
其 中 %(s) = A. (s o 3i) (s)u(s). 这 表明 
aL- kgetkp A Or ges ln 
| <| f 2 aaah Ran 


ds 


Saatim Te Rr ds A(1+B+k— njira- So e d 


+ C(n)llvllcellhll]... (8.3.8) 
其 中 C(n) RTRERG n [BJ 55 h Aly BK. + 
Vo(s) = (9,7 (8)) - Qr, ElT o Y o 2,7 (8)) - (972) (8), 
以 及 
Wals) = ATII (( o $p) (8) vo(s) = A7" (( o y o (gis) 1 (s)) vo(s). 
反复 用 (8.3.8), 得 到 


Vio(s)02 "02 **h(5j; à(5) 9 Warr(s)O2h a(s)) a 
AG B-rk)n[(1--a—k)n & Anl 3e) 


B+k—1 
+ 5 c@)li%;llo,llhll _,. 
j-0 
HF lylo < Cor” (0 < j < 8 + E), 其 中 Co 与 ?无关 , HERRIE (这 可 以 由 
(8.3.1) 知 ), 有 


MH OR k)n i ds| < Col € *?" Alt 4 C(n)lAllS., 


对 所 有 的 曲线 mp 1 <i < 1" 做 和 , 得 到 
| f SOBNA < OIA + O(n) alt,, 


其 中 Co PREF t 4 EET. 这 个 式 子 和 (8.3.7) 一 起 给 出 了 (8.3.3). 对 (8.3. 
可 以 类 似 给 出 . 
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8.3.2 ”主要 的 Lasota-Yorke 不 等 式 


这 一 小 节 证 明 下 面 的 命题 : 
命题 8.3.1 ”存在 一 个 不 依赖 于 g 的 常数 Bo 以 及 一 个 常数 C (a), 使 得 对 任意 的 
é € C'(D), 任意 整数 po(s 十 1 < po 和 过 rr 一 1) 以 及 足够 小 的 s, 有 


B 
ILE lve < 7 TUS 和 9 多。 + C(O Gwe lléllt,. 


首先 引入 一 些 概念 , 然后 证 明 一 些 跟 Sobolev FER |- lw 有 关 的 基本 事实 . E 
X. 6 € C" (D) Bj Fourier 变换 是 一 个 作用 在 Z x 及 上 的 函数 : 


F$(£,n) = >= [ . 0? exp(—i(2n£z + ny))drdy. 
对 于 s > 0 以 及 任意 的 $1,62 € C'(D), 定义 


(91, ó2)w: = (fi, $2)w: + (¢1, 2) 12, 


其 中 i 
ut > / Fóx(£,m) - Foal) - (2r6)2 + n?) dn. 


g=- 


Sobolev 范 数 定义 为 : |óllw- = VE, jw. 自然 地 有 


(61,42). = Y baa(020061,020P02)y. i (8.3.9) 
at+B=[s] 


HH bap EME (X? + ¥2)() = Ea g bag X?2Y 9 的 正 整 数 . 特别 地 , 当 s 是 一 个 整 
Bort, 有 


($1, $2)W: = Y oo/ 0208 (x, y) - 0205 ó» (x, y)dxdy. (8.3.10) 
ad 8-5 
如 果 s 不 是 一 个 整数 , 应 用 下 面 的 公式 (9 : 存在 一 个 只 依赖 于 0 < c < 1 的 常 
KB > 0 使 得 


($1, o2)we 


=B dedy 人 erae) aE wale + wy e) 


ENS (到 十 好 ji dudv. 


(8.3.11) 
引 理 8.3.2 (1) S F0«t«s&ree > 0, 存在 一 个 常数 C(e t, s) 4E 48 


lléllw: < #'léllw. + C(e',t,s)|l@l|z:, $ € C"(D); (8.3.12) 
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(2) 对 于 ef > 0, 存在 一 个 常数 C(e',s) 满足 下 面 的 性 质 : 如 果 函 数 内 ,加 € 

C" (D) 的 支 集 是 无 交 的 而 且 它们 之 间 的 距离 大 于 e/， 则 
I(¢1, b2)we| < Cle’, 8)llġi llo lias (8.3.13) 


证 明 (1) 由 范 数 的 定义 和 性 质 |Fgllz= < lele: 249. 当 s 是 一 个 整数 时 , 因 
为 ($1, 2), = 0(8.3.10), (2) 是 平凡 的 . 假设 s 不 是 一 个 整数 . 由 (8.3.9) 和 (8.3.11) 
以 及 支 集 无 交 的 性 质 , 可 以 把 (81, 如) 加。 写作 


ET dedy [ 1: 02086 (c +u, y +v) - OH bo(a, Y) au 
p? [s] S'!xR R? (u? parte 


其 中 o = s — [s]. 对 (w,v) 分 部 积分 [s] 次 , 然后 交换 变量 再 分 部 积分 [s] Wc, 得 到 


bi(z +u, y + v)ós(z, y) B(u, v) 
(y. = [doy [PE eee o 


其 中 B(u,v) — T XT u Alo 的 2[s] 次 多 项 式 . 由 此 可 以 推出 (2). 口 
XT Bo = &/(L— 3), £ C A C* 是 R? 中 的 锥 , 定义 为 


C = ((u,v) € R?|lu| < 6; lvl} 


dudv, 


和 
C* = {(E,n) € R2|Inj < Bo lé), 

使 得 DT --t);! (C) C CĦD(T + 2(C*) c C*XFz c Sl x RBMLREte 
够 小 . 现在 来 确定 c. 选取 cl = B51, 然后 有 必要 的 话 增 大 co,… ,cr,， 可 以 假设 
对 任意 小 的 大 只 要 了 是 一 个 在 S1 x REPERE J T-I) 的 一 个 分 量 都 
在 C 内 的 分 支 , 则 7 是 工 中 某 一 个 函数 的 像 (注意 9 在 8.3.2 节 前 一 直 被 固定 住 ). 
令 Ps(c az) = T, A 4(P.i(c)) (a € A*, c € AP). 范 数 上 .| 将 在 下 面 的 引 理 中 被 用 到 . 

引 理 8.3.3 令 po 是 一 个 整数 (s 十 1 < po & r— 1). Aafa NAR A fo A P 
的 字 , Hy: S x R— R#£—4 Co BH, 其 支 集 为 Pu(c,ar) x R. ÈR (En) € 
Z x R\{(0,0)} 使 得 , 对 任意 的 ze P,(c,az) x R, A (DT2):(6,9) € C*. 则 对 任意 
$6 € Cr 以 及 足够 小 的 巨 


E + v2)" F(L2(x ANEMI < C(q, dlei (8.3.14) 


HP C(q, x) THERM + q fo x. 

证 明 < (上 7) 是 一 个 满足 假设 的 向 量 . OL E: S! x 了 及 中 的 直线 段 的 集合 , 它 
NES (€,n) 正 交 的 直线 与 区 间 P, z(c) x RAIZ. X1 T" 中 的 元 素 按照 长 度 进行 参数 
化 . 由 于 L(x 9) 的 支 集 包含 在 DN (P,i(c) x R) A, 因此 (8.3.14) 的 左边 被 


sup J Br £3(x d)dt (8.3.15) 
yer’ Jy 
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的 常数 倍 控制 . 其 中 8 当 |é| > Imnl 时 是 关于 z 的 偏 导数 ,反之 是 关于 gy 的 偏 导 数 . 
对 每 个 ye I", 存在 唯一 的 包含 在 P.(c,as) x R EST? BOSE Y. Mr FU 
及 在 72(z) 处 正切 于 7 时 ， 


0= (u, (£, n)) = (DTZ); u, (DT#)z(€, ))- 


由 假设 (DT8)*(&,n) € C*, At (DT2)z!u € C. 所 以 六 可 以 写成 中 的 一 个 元 了 和 
— Cr TAY IRR vo BEA 3 o v. 对 7 做 扭曲 估计 , 再 注意 到 范 数 | . 的 定义 ， 
得 到 (8.3.15) 可 以 被 Cllglt 控制 . 口 

4 (xe : S! 一 Rear 是 一 个 从 属于 覆盖 {intP, z(c)}ce4r BJ Coo 分解， 因此 
supp(xc) C intP, z(c). XE X PR xa, 为 Xe,ai (7s, MO = xe(z) 42 € P.le) BF, 然 
后 再 让 它 在 其 余 点 处 为 0, 则 函数 xc a ((a,c) € Aq x AP) 依旧 是 一 个 Cee 的 单位 分 
fit. 为 了 保持 符号 的 简洁 , 03 xe FE xe a KER xe om xeu rom. 

引 理 8.3.4 存在 一 个 常数 C>0 使 得 对 任意 由 E CT(D) 以 及 任意 Te ([-c, e], 


有 
3 lxeaí%l%,, < 2|l2l,, + Cllell?. (8.3.16) 
(a,c)€.A x AP 
和 
llélly- < 7 Y lixeellw. + Clio? (8.3.17) 
c€.AP 


证 明 当 s = 0 时 证 明 是 显然 的 , 假设 s > 0. 令 t 是 比 s 小 的 最 大 的 整数 , 则 对 
任意 s' > 0, 有 


2 Ixcal%- < (+ oly + Ce gly. 
(a,c)€ Ax AP 
事实 上 , 当 s 是 一 个 整数 时 , 可 以 通过 (8.3.10) 来 得 到 它 , AR, 则 利用 (8.3.9) 和 
(8.3.11). 因此 (8.3.16) 由 (8.3.12) 得 到 . 
H (8.3.13), 有 (xed, xeó)w» < C |xc%||z: |x él||z: < C||él|2, 对 任意 C > 0 的 常 
数 都 正确 , 只 要 P, (c) A P, e(d) 的 闭 包 并 不 相交 . 同样 有 (xed, xed) we < (||xcé||2y, 
+I|x= é||2.)/2. 应 用 这 两 个 式 子 得 到 


léliv«— XO (Xh, xed)ws, 
: (c,c')€ AP x AP 
这 样 就 证 明了 (8.3.17). 口 
现在 开始 证 明 命题 8.3.1. 由 (8.3.17), 有 


2 


EEG) lle < 7 > llx=C1(ó)llš- 二 Clldl2 < 7 ` 


ce AP ce AP 


> ` Li (xead) 


a€.Aq 


+ C|ldllZ:. 
ws 
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因此 考虑 估计 


2 
Y Lled) = >》  (L4(xcad), LE(xe0d)) ws, 


ac AI Ws (ab) Aa x.Aa 


Mc e A 时 . 

首先 考虑 一 对 (a,b) € Aq x At fif a hor b. 对 于 任意 (&,n) € Z x R\{(0,0)}, 
这 蕴含 要 不 (DT7)2 (6, n) e C* 对 所 有 的 z € P. (c, az) x RR, BA (DT2):(6,m) € 
C* 对 所 有 的 ze Ple bz) x R Ir. SU RE BY Wa E SAP BERS (€, n) € Z x RS 
成 的 集合 , V = (Z x R)VU. 4(6,n) € U BF, 由 引 理 8.3.3, 存在 一 个 常数 C > 0 使 
ÍF |F (Li (Xea 内)( 和 四 | < CE +n?) loli, LAK | (Cd Gea :9))(6,n)| < Clléllzs- 
由 (8.3.2), JF (C£ (xea-0)) (€, )] PT ABE C |o] b, 进一步 控制 . 因此 , |F(L2(xca-d))(E, n) 
< C(1 + €? +n?) lolt 由 于 当 s < po — 1 PF (1 + E + n?) + 可 积 , 所 以 有 


5 J tu (€, 7) - (1 +€ +9)" F(L4 (xea - 9) - FCI dan 


< 一 一 co 


1/2 
«(3 >` [we 7): (1+ € + n?) |F(LE(xca ` ova) LZ (xes - ó)||w= 


£-——oo 


<Cllollb, lllw. 
对 于 在 V 中 点 可 以 证 明 类 似 的 不 等 式 , 进一步 有 
(LE (Xca * ó), Li (xeo - @))w=| < Cllellt,llellw:- (8.3.18) 
对 于 所 有 满足 a f: 5 的 a 和 6b 求 和 , 则 


XC Nw < Jy LE Ole Ee Ali. 


affi. zb af. cb 
< er(q) sY llLE(Xca - ll (8.3.19) 
ac.A« 
对 于 和 式 的 最 后 一 项 , 可 以 有 估计 
. A12 
LES Gea * BW, < < Ce gue + Cg (8.3.20) 


其 中 Co 是 一 个 依赖 《1 和 “的 常数 . 事实 上 , 当 s 是 一 个 整数 时 可 以 由 (8.3.10) 来 
证 明 它 , 其 他 情况 利用 (8.3.9) 和 (8.3.11) 即 可 . 
由 (8.3.18) ~ (8.3. (8.3.16) 和 (8.3.2), 得 到 


2 


ce AP 


Coez(q 
EE 和 lxe :gl 和 + Clldllw lit, 
(a,c)€.A3 x.AP 


> Li (Xea ` | 


a€.Aa 


8.4 无 界 区 域 上 的 随机 双 曲 动力 系统 的 谱 分 析 257 
C = 
< 2, ol, + Colwell: 


最 后 注意 当 | 各 足够 小 时 ez(q) < ela), 证 得 了 结论 . 
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引 理 8.4.1 4-6 € (L3,1). 存在 C > ORF, 对 整数 1 < p S r—1, An € N, 


Lent < C8” ln t 十 CI 


WEBB 通过 对 p 归 纳 来 证 明 这 个 引 理 . Sp > 1， 由 引 理 8343, FEN c 
N 和 C > 0 使 得 


LN AJ < ooN lalt + Cla? (8.4.1) 
因此 p = 1 的 情形 成 立 , 多 次 运用 引 理 8.3.1, PRAEC CA, < Cl 
因此 , 再 次 迭代 (8.4.1) 得 到 结论 . ` a 


EN 2 Ae (1-1,1) 以 及 令 0 < p «po&xr-—1X. 4 u(po, p) = 
Ljep 3. . 存在 常数 C > 0 使 得 对 任意 的 ne N,， | 


Iceri, < con" ooo aq + Cla,- 


证 明 Sn E (r — 1)! ECC, 则 对 pi 十 1< p < po 进行 归纳 , 可 以 由 引 理 8.4.1 
得 到 


loRLil)n 
Le? P1 h 


t 
< Cë” All} + CI 
p 
XT p = po, FBI [cz "^" A1. < Có" |nllf, + CIAM, n 
由 横 截 的 性 质 , lim sup ott = 0. 因此 可 以 令 g 足 够 大 使 得 (est /a t) p 
q—oo 


1. àX E |Ë] g. 
定理 8.4.1 40< p: < po Tr 一 1 是 满足 s < po 一 1 的 整数 . Av = v(po, 91) 5 
上 个 引 理 中 心 的 相同 . > 


4 ll := llw: 上 gt ， 则 存在 一 个 常数 C 〇 满足 对 任意 的 mnE N, 


LZ Ol] < Cy" ||| + Cllallf, - 
证 明 AF Va +b < /a+ Vb EUR /ab < e'a-- e b, 命题 8.3.1 推出 


B 1/ q/2 
etel. < (SELT) lve elle + Cle 
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由 于 (Ens “< oa, aue? 足够 小 就 有 
IL2dllw> < *llóllw. + Call. 
BAUR ATT EE K KIE 
ILE*dllws < »"*lléllwe + CEAN, (8.4.2) 


对 某 个 常数 C(K) 成 立 . 当天 足够 大 时 , 由 7 的 选取 和 引 理 8.4.2 有 
K 
IcKealt, < E lolh + CUI dt, (8.4.3) 


固定 一 个 这 样 的 入 ,然后 定义 一 个 范 数 gl* := llélws + 2C(X)y- sleli. 对 
(8.4.2) 和 (8.4.3) 做 和 后 得 到 


ICE gl" < yl" + Cllell?, - 


迭代 这 个 方程 (注意 |Czgl < Cle 对 某 个 不 依赖 于 ”的 常数 C 成 立 , 由 引 理 
8.4.1 %1), WFR || - ||" 得 到 了 定理 的 结论 . 由 于 该 范 数 与 原 范 数 | . | 等 价 , 因 
此 完成 了 证 明 . 口 

推论 8.4.1 对 于 扰动 系统 定理 8.1.1 的 结论 成 立 . 

WEBB 选取 po = r—1 Alp, =0. 因为 s < r—2, 它们 满足 定理 8.4.1 的 假设 . 固 
XE—^3EfA PAARL Vo € Cr(D) 使 得 f Vodm = 1, 其 中 m AD EM Lebesgue WE, 
对 于 给 定 的 e, 4 V, = 137770 CiWo. 由 定理 8.4.1, FIG, (n > 1) 被 范 数目 .| 所 
控制 , 因此 也 同样 被 范 数 ‖.||w* 控制 . 所 以 存在 一 个 子 序列 n(k) 一 oo 满足 更 we SB 
收敛 到 Hilbert 空间 Ws(S1 x R) 中 的 某 一 个 元 素 亚 . Vo 恰恰 是 算 子 Ce 的 不 动 
点 . 进一步 地 , 经 过 简单 检验 知 亚 w 就 是 所 求 的 密度 . n 

令 B8 是 Cr(D) 空 间 在 范 数 | -下 的 完备 化 ， 它 是 一 个 包含 在 Ws(D) 内 且 包 
€ cr-1(D) 的 Banach 空间 . 令 B' 是 C7(D) 空 间 在 范 数 |. 屿 下 的 完备 化 . 

引 理 8.4.3 当 p 十 3<s 时 , B86 的 单位 球 在 B' 内 是 相对 紧 的 . 

证 明 AX lel := ligllw: + lell 故 B 在 Ws(D) 内 的 柑 和 是 连续 的 . te 
(p 十 1/2, s), 则 由 Sobolev IX A XE, Ws(D) 在 Wt(D) 内 的 嵌入 是 紧 的 . 最 后 , AG 
检验 映射 Wi(D) 一 B' 是 连续 的 . 由 于 t > p+ 5, 应 用 p=g==2, k=1 和 n= 2 的 
情形 ) uEBH T "), 对 任意 光滑 曲线 C C D 和 任意 的 $e W'(D), 


|O202 oll zaqe) < C(G)||é|lw: (py, 


只 要 aw 和 有 是 满足 e+B < p 的 非 负 整 数 . 常数 C(C) 可 以 选 成 对 工 中 的 所 有 曲线 是 
一 致 的 , ERSAT lelli < Clléllweo- 口 


8.4 无 界 区 域 上 的 随机 双 曲 动力 系统 的 谱 分 析 l 259 
推论 8.4.2 41/2«s«r—2. wR 


1/ 
ve (VERR), 
则 定理 8.1.2 对 于 这 样 的 了 戌 立 . 
WEBH 令 po 是 满足 s < po — 1 的 最 小 的 整数 ，poi 是 满足 pl < s — 1/2 的 最 大 的 
整数 , 都 满足 定理 8.4.1 的 假设 . 而 且 v(po, 1) <1+4 +4 <2. 因此 , 171e < 3 
/ Bosla) irs . 
注意 定理 8.4.1 给 出 了 关于 空间 8 和 空间 好 ' 的 Lasota- Yorke PER, 因此 推论 


是 Hennion M S 的 标准 结果 , 如 果 利 用 引 理 8.4.3. a 
引 理 8.4.4 ”对 于 任意 的 he Cr(D) 以 及 任意 小 的 e,1<p<r 一 2, 


Leh — Lhlli < Cellnllb y: (8.4.4) 
证 明 显然 , 只 要 证 明 下 式 即 可 : 
|Cr++h — Lrhllt < Ct, 
其 中 
1 , 
Ch=Lrh= >, æy’), 
(z',y')EeT- ! (z,y) 
1 , 
LT+th = Y h(z', y^). 
(z^,y ) e(T--t)  (z,) 
考虑 满足 1l 和 po 和 r -2 和 aw+B8=p 的 非 负 整 数 p,a, B, 对 Lh 两 边 做 微分 ,有 


820jh(a",y') 
X1+bT1+a ^C 


8g08Crh(my)- >, 35 Q«(z) 
(z^,y') ET (2,9) a+bSp 
FEF Qui C) ERF OCH 中 的 函数 , 容易 验证 @os(.) BJ Co^ 范 数 被 某 个 常数 控制 . 
同时 也 存在 | 


0208 Cr. h(z, y) = P» pS Qa (z) inia — di E 
(z',y')e(T-ct) ^! (z,y) a+b<Sp 
其 中 @oot() 与 Qus() 具 备 类似 的 性 质 , 进一步 , (Qa C) — Quas (lcs s < Ct. 
XFF y e TAG € C^(), 估计 | ó(s)0207 Lh(Y(s))ds. < yi GHI, Yie), 1 < 
i <l 是 曲线 在 T( 相 应 地 , (T--t)) FHR, 把 它们 写成 六 e P (相应 地 , Fe € TD) 
和 一 个 C" 微 分 同 胚 9; 的 复合 斋 ogi (相应 地 , 9,09; ). HFT +t RET HFH, 以 
上 的 复合 都 是 有 意义 的 , ME Yie 也 恰恰 是 方 的 平移 , 满足 Ai — Fitlor < Ct. 
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然后 有 
/ d(s)82 0 Lh(y(s))ds 
Qa, (7 o (s) - 020b h((s)) 
E: $3 >` a B y EL dá 


(1+b)](1+a) 
l<i<la+b<p À D 


s. (8.4.5) 


D é(g; *(8)) ` Qaa (v o Y o g;  (s)Y(g; +Y (8) - O:8yh (ss (5) ， 
AG(1+b)1(1+a) 


P» a+b<p 


类 似 地 
Í $(s)0208 Cr. h(y(s))ds 
Qa, (z o (s) - 9205 h( QM 
=> > J $(s ds 


1<i<la+b<p 
di ` (8)) ` Qa, (z ° y o g, ` (s))(g; `) (8) - 020 h Qj (8)) 
E > 2; TU ee . (8.4.6) 
1<i<la+b<p 


首先 
|ó(gr 1(s))Qa blr o y o az ^ (s) (az 1) (020A (3:9) 
—é(g; ! (s))Qa, (z o y o 9; 1 (s))(g; `) (s)02a5h(@,(s))| 
-| [| c BARN oo Quat oo gr (9) 


| 7 Qa, (z o yo g; (5)))ds|. (8.4.7) 


由 于 |Qa, pl: ) 7 [^t )lGats < Ct, lót. \oots| < C CARI Jer < C, 因此 可 以 推 
rh ion 4.7) KCelriit,, 小 . 
只 需要 估计 


| " $(9; *(8)) Quac o y o g; ` (s))(g; `) (50285 h(i(s)) — AZO h (9i, (5)))ds 


- | [| 87 9» Rasal oro a^ Ca Ys) 
1 , 
x f DOS 09h69) + 8l) — Teale) ls) — s (s)asas|. (8.4.8) 


由 于 方 * 是 人 的 平移 , 自然 有 方 t(s) + l) — 09(5)) Er. 因此 当 s 被 固定 住 时 ， 
每 个 积分 都 是 沿 着 工 的 一 条 曲线 做 的 , 因此 (8.4.8) 至 多 为 


Cllrlit i — Filer < CtlhllLus 
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结合 (8.4.5) ~ (8.4.8), 即 证 得 了 引 理 . 口 
国定 任意 的 。e ( ese). 然后 用 sp(C) 代表 算 子 C B — BRR. 


集合 sp(C)n{fz € C: |z| > o) 由 有 限 个 有 限 重 的 特征 根 入 1,… A, 所 组 成 ， 稍 
稍 改 变 o, 如 果 有 必要 的 话 ， 可 以 假定 sp(£) nN (z € C : |z| = o) = e. 因此 存 


É ó. <0— V (Bs Qp = 满足 
|Ai— Aj] >ð G3) dist(sp(£), {|z| = o}) > ô.. 


结合 引 理 8.4.3, 5| E 8.4.4, 5| E 8.3.1 和 定理 8.4.1 的 结果 , 即 可 以 得 到 


定理 8.4.2 ”对 于 任意 的 5 c (0,6.] fn < 1 — oe gE 存在 so 使 得 对 任 
log Ba a pcs 
Èt Le, 只 要 e < eo 就 有 


(1) 谱 投 影 算 子 
1 
ng := zi] z— f£.) |dz 
Britain O 
T 1 
Io := — (z — £«)^!dz 
?ri J (11-0) 


在 巨 上 是 有 定义 的 , 类 似 地 , AIP fo 来 表示 算 子 [所 对 应 的 谱 投 影 算 子 ; 
(2) 存在 Ki > OM [DP — ri? lis i < Kien AA | -0P gee S Kien; 
(3) rank(II9)) = rank(IIf?); 
(4) 存在 K2 > 0 满足 Ice nt? lls < Kao" 对 任意 n CN 成立. 
特别 地 , 这 个 定理 蕴含 了 算 子 的 孤立 特征 值 A; 的 稳定 性 . 再 注意 到 转移 算 子 
的 特征 值 与 衰退 率 之 间 的 关系 , 不 难得 出 
推论 8.4.3 定理 8.1.3 的 结论 成 立 . 
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